CHAPITRE 2

Algebre linéaire et géométrie affine

2.1 Espaces vectoriels, applications linéaires

On prend ici pour K un sous-corps de C mais la plupart de ce qu’on va voir est
valable dans le cas d'un corps commutatif quelconque, notamment au corps Z/pZ
ol p est un nombre premier. On note aussi £ un espace vectoriel sur K.

2.1.1 Bases, sommes directes

Dans ce paragraphe, on étend au cas des familles quelconques les notions suivantes
vues en premiere année : combinaison linéaire, base, somme directe.

DEFINITION 2.1.1. Combinaison linéaire
Soit (x;)ier une famille de vecteurs, (\;);er une famille de scalaires presque tous nuls

(i.e. il n’y a qu'un nombre fini de A\; non nuls, (A;,)jeq1,p)) alors on définit

P
iel j=1
Remarque 2.1.1. On a alors la propriété suivante sur les combinaisons linéaires :
A E ATy + [ E pil; = E (AN + ppas)
iel iel iel
i.e. une combinaison linéaire de combinaisons linéaires est une combinaison linéaire.

Dém : On prend J C [ une famille finie telle que les \; soient nuls sur le
complémentaire de J,

K C I une famille finie telle que les p; soient nuls sur le complémentaire de K.

On a alors

AZM%—FMZM%:)\ Z i + Z i

icl i€l i€JUK i€JUK
= Z (AN + ppe;)x; propriété des C.L. finies

1€ JUK

= (AN + ppi)z; M

el
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On retrouve alors les mémes définitions qu’en premiére année pour une
famille libre, liée, génératrice, une base ainsi que pour les coordonnées
d’un vecteur :

e La famille (z;);cr est libre ssi Y Ay = 0 = Vi € I, A\; = 0 (les \; étaient
iel
presque tous nuls, ils sont alors tous nuls).

e La famille (x;);cr est liée ssi il existe des (););e; non tous nuls tels que 1'on ait
E:Akiﬁiiz 0.
el

e La famille (z;);c; est génératrice ssi pour tout = € F, il existe (\;);er tels que
x =Y M\ux; (attention ici au fait que la somme est nécessairement finie).

el

e La famille (z;);c; est une base ssi elle est libre et génératrice, ce qui est encore

équivalent a : pour tout = € F, il existe (\;);e; uniques tels que z = Y \jz;.
el

e Dans le cas ou les (z;);c; forment une base, les A; sont les coordonnées de z.

Ezemple : La famille (1, X, ..., X", ...) est une base de K[X]| que 'on appelle base
canonique de K[X].

DEFINITION 2.1.2. Algébre
Soit E un ensemble muni des lois +, x (lois internes) et . loi externe, on dit que E
est une algebre sur K ssiger

o (E,+, X) est un anneau,
o (E,+,.) est un K-espace vectoriel,
e V(\,u) €K%, Vo € E, M\(zxy) = (A\a)xy =xx(\y).
DEFINITION 2.1.3. Fonctions polynomiales
Dans F(K",K) (ou K =R ou C), on définit les fonctions polynomiales comme étant

des combinaisons linéaires des fonctions de la forme (xy,...,x,) — xi" ... 2% ou
les av; sont des entiers. On note cet ensemble P(K™, K).

Remarque 2.1.2. f € P(K"K) s’écrit f(x1,...,2n) = Y. Aayan®it...xom
(a1 yeeeyaen )ENT
On peut préférer la notation plus simple suivante : si a = (oq,...,a,) € N", on
éerit o = a0, Ay = Aoy, alors fos7écrit :
flzy,. .. x,) = Z AaZ®.
aeNn
PROPOSITION 2.1.1. Base de P(K", K)
La famille de fonctions (z1,...,x,) — z{* ... 28" est une base de P(K" K).

Dém : On prouve par récurrence sur n que ces fonctions forment une base de

P(K", K).
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o Cette famille est génératrice par définition.

e Montrons que les fonctions f, :x € K"+ x® forment une famille libre (on a
pris la notation de la remarque précédente).

p .
— Pour n =1, si f(x) = > \z' = 0 alors le polynome f admet une infinité
i=0
de racines donc c’est le polynome nul ce qui donne A\; = 0 pour tout .
— On suppose la propriété vraie a 'ordre n — 1.
Soit

flzy,. .. x,) = Z)\axo‘

aeN

p
. aq Qn—1 (e%
= E ( E D NS /N >xn"

an=0  (aq,...,an—1)EN"—1
N

J/

~~
=Man($1,---7$n—1)

P
= Z Pa, (1, Tpy)zp™ =0

an=0

p désigne le degré par rapport a x,, et on remarque que les i, sont des

fonctions polynomiales de xq,...,x,_1.
En appliquant la démonstration du cas n = 1, on déduit que les p,,
sont nulles pour tous les n — 1-uplets (z1,...,z,_1). On applique alors

I’hypothese de récurrence a chaque p,, W

On retrouve aussi le fait qu'une application linéaire est caractérisée par I'image des
vecteurs d’une base :

THEOREME 2.1. Si (e;);er est une base de E, si (f;);er est une famille de vecteurs
de F alors il existe une unique f € L(FE, F) telle que f(e;) = fi.

Dém : On définit f par f (Z )\iei) => \Nifi.

icl el
e f est bien linéaire grace aux propriétés des applications linéaires :
f (A Z Ai€i + [ Z Mz‘@) =f (Z(/\)‘i + MMz‘)Q‘)
iel i€l iel
= (i + i) f

el

ZAZAimeMZ/Mfi

el iel
=\f (Z A) +pf (Z u) .
el el

e f est bien unique : si g est une autre application linéaire vérifiant g(e;) = f;
alors, par une récurrence immédiate sur p, on prouve que

g (i /\ijeiJ') =/ (i )\ijeij> |
=1 =
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A partir de maintenant, la famille I est supposée étre finie

DEFINITION 2.1.4. Somme de sous-espaces vectoriels

L (Ei)ier ’ i i s sous-espaces vectoriels Sfini
St (E;)iecr est une famille finie des sous-espaces wvectoriels de E, on définit
> E; Uensemble des sommes Y x; ot les vecteurs x; sont dans E;.
i€l iel
La somme est directe (notée : @E,) SSiger © = Y x; décomposition de x vecteur

el i€l

de la somme est unique.

PROPOSITION 2.1.2. Y E; est directe ssi (0 =Y x=Viel, x;,= 0).

icl el
Dém : les deux implications sont simples :

(=) On note 0; le vecteur nul de E; (en fait c’est le vecteur nul de £ mais cette

notation est provisoire). On a 0 = > 0; donc, si 0 = > z;, alors, en vertu de
iel el
I'unicité de la décomposition, on en déduit que x; = 0; = 0 pour tout %.

(<) Siz = > z; = > vy alors, en faisant la différence, > (z; — y;) = 0 donc
il icl il

Ti — Y :€0 d’ou l’1€1nicité de la décomposition Il )
Ezemple : Soit P un polynéome de degré n + 1, PK[X] le sous-espace vectoriel
des multiples de P alors PK[X] admet pour supplémentaire le sous-espace vectoriel
K, [X] des polynomes de degré inférieur ou égal a n.
Attention I Il n’y a pas unicité du supplémentaire.
Dém : On utilise la division euclidienne par P : si @ € K[X] alors Q = PK + R
avec deg R < deg P =n + 1 donc K[X] = PK[X] + K,,[X].
Si Q € PK[X]NK,[X] alors Q = PK et deg (Q < n entraine que ) = 0.
On a donc prouvé que K[X] = PK[X]| & K, [X]

DEFINITION 2.1.5. Base adaptée
On suppose ici que E est de dimension finie.

e Soit F' un sous-espace vectoriel de E, on appelle base adaptée a F' toute base
(€1,...,€,) telle que, aprés une éventuelle renumérotation, (eq,...,e,) Soit
une base de F.

m
e Si E = EBE,-, on appelle base adaptée a la décomposition en somme directe
i=1
toute base qui, apres une éventuelle renumérotation, s’écrit (€; ;)ic[1,m],je[1,n]
ot chaque sous-famille (€; ;) jefi,n,] €st une base de Ej.

Cette derniere définition est tres intéressante pour la réduction des endomorphismes
et on peut I'écrire en prenant une partition de 1.

~
THEOREME 2.2. Si E est de dimension finie alors

dim@ E; = Z dim E;.

el i€l

Dém : On prend une base (€;;)je[1,m;) dans chaque espace Ej;, montrons que I'on
obtient une base adaptée a la décomposition en somme directe :
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e La famille est génératrice : si x € > E; alors

icl
m;
L= E T = E E Tijeij
i€l iel j=1

ce qui signifie bien que la famille engendre la somme.

e La famille est libre : on a

m;
> D wmige; =) w=0

iel j=1 icl

m,

donc, comme la somme est directe, z; = 0 pour tout ¢ donc ) z; e, ; = 0 et
Jj=1

vu que (€;;)je[1,m,] est une base de £; alors x;; = 0 pour tous i et j

Conclusion : la famille (e;;)jef1,m,] est une base adaptée a la décomposition en
somme directe donc dim P E; = > m; = > dim E; B

iel el el

Vient ensuite un corollaire tres utile :

COROLLAIRE 2.3. La somme ) E; est directe ssi
iel

iel iel
Dém : On prend les notations du théoreme précédent.

e Le sens direct vient d’étre démontré.

e Pour la réciproque, la premiere partie du théoreme démontre que la famille
(i) est génératrice et comme Card(e; ;) = dim ), E; alors cette famille a un

el
cardinal égal a la dimension de la somme donc c¢’est une base de Y F;. On en
el
déduit alors que
iel iel iel
4 )
THEOREME 2.4. E de dimension quelconque, on suppose que E = @Ez On
el

se donne pour tout ¢ de I une application linéaire u; de F; dans F' alors il existe
une unique application linéaire de E dans F' admettant comme restriction a F;
I’application u; pour tout i.

Dém : Six = > z;, on pose f(z) = > wi(x;). Comme la décomposition de z est
i€l iel
unique, f est bien définie.
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e Siy=> vy, alors

flet+y)=17 (sz+yz> Zzuz(%‘f'yz)

el el

=Y i) + wilys) = f(x) + f(y)

el

f(Az) = f (Z )\l‘z) = Zul()\xz)

i€l el
= 3" hul) = A7 (@)
iel
donc f est linéaire.

e On vérifie aussi que si © = z; alors f(z;) = u;(x;) donc la restriction de f a
E; est bien égale a u;.

e Si g est une autre application qui vérifie la méme propriété alors g(x;) = f(x;)
donc g(x) = > wi(z;) = f(x). g = f ce qui assure 'unicité B
el
DEFINITION 2.1.6. Projecteurs associés a une somme directe

St B = ED E;, on peut définir les applications p; qui a v =Y x; associent ;.
iel iel
La famille (p;)ier est appelée famille de projecteurs associée a la décomposition E =

iel
PROPOSITION 2.1.3. Les p; définis ci-dessus sont des projecteurs, ils vérifient
p;=pj, piop;=0sii#jetldp =) p;.
i€l
Réciproquement, si une famille d’endomorphismes de E vérifie les 3 propriétés ci-
dessus alors les espaces vectoriels E; = p;(E) sont en somme directe, de somme E.

Dém : L’implication directe est immédiate : en effet on a p;(z;) = x; par unicité de
la décomposition dans une somme directe donc

o pi(x) = pi(x;) = x; = p;(x) soit pj = p;.

e pi(pj(x)) = pi(x;) = 0 pour i # j donc p; o p; = 0.

o v =Idp(x) =) xi =2 pi(x) dou Idp = > p;.

iel i€l i€l
Réciproquement, grace a Ip = > p; on obtient x = »_ p;(x) soit E C > E; puis
i€l iel iel
I’égalité car I'inclusion dans l'autre sens est vraie par hypothese.
Si z; € E; = p;y(F) alors il existe x € E tel que z; = p;(x) donc, a l'aide des
propriétés p? = p; et p; op; = 0 pour i # j, on a
pi(xi) = pi(x) = pi(x) = @; et pj(x;) = p; 0 ps(w;) = 0 pour i # j.
Enfin, si 0 = ) ; alors en appliquant p; aux deux membres de cette égalité, on
el

arrive a p;(0) = 0 = p;(z;) = x; donc la somme est directe l
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2.1.2 TImage et noyau d’une application linéaire

THEOREME 2.5. Soit f € L(E, F) alors f définit un isomorphisme de tout sup-
plémentaire E’ de Ker f sur Im(f).

Dém : Par hypothese on a F = Ker f & E.

e Siz=n+a"ouneKerfeta eFE alors f(z) = f(z') dou f(E') = f(E).
Si on pose f' = fl‘;f/n , ! est surjective.

e Enfin, si f'(z) = 0 alors f(z) = 0 et € E' (vu la définition de f) donc
x € Ker f N E" = {0} par conséquent f’ est injective.

Conclusion : f’ est bijective i.e. f réalise bien un isomorphisme de E’ sur Im f B
La différence entre ce théoreme et celui proposé dans les révisions de premiere année
(formule du rang) c’est qu’on n’a pas supposé que les espaces vectoriels soient de
dimension finie.

Application : Soit u 1'application de K[X] dans K" définie par
uw(P) = (P(ap), ..., P(a,)) ol a; # a; pour i # j.

On a Keru = NK[X] ou N = [[(X —a;) : w(P) = 0 se traduit par les égalités
=0

P(ap) = P(a1) =...= P(a,) = 0 donc P est divisible par N i.e. P € NK[X].

On sait alors que K,[X] est un supplémentaire du noyau (cf. Exemple a la page
188). u définit donc un isomorphisme de K,,[X] sur K"

Si (e;) est la base canonique de K™ alors les polynomes L; = u~!(e;, 1) sont égaux

N — aj - csi s .
aL;=1]] .+ en effet, L; vérifie les propriétés suivantes
i Qi —

o Li(a;) =0 pour j # i donc [[(X — a;) divise L;,

J#i
e degL; <ndonc L; = A[[(X —a;) ou X € K,
J#i
Li(a;) =1dou A=]] ! |
[ ] Q) = ou =
j#i i — G

DEFINITION 2.1.7. Polynéme d’interpolation de Lagrange
Les polynomes L; s’appellent polynomes d’interpolation de Lagrange aux points
d’abscisse (a;)icpng- 1ls forment une base de K, _;[X].

Remarque 2.1.3. La recherche d’un polynome de degré < n vérifiant les conditions
P(a;) = b; est équivalente a la résolution d’un systeme de Vandermonde

ag + aja; + -+ apal = b pour i € [0,n]

n
On trouve la solution sous la forme P = b;L;.
i=0
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Dém : On sait, d’apres application ci-dessus, que le systeme P(a;) = b;, i € [0,n]
admet une unique solution dans K,,[X]. Or P = > b;L; € K, [X] et vérifie P(a;) = b;
i=0

ce qui donne la solution cherchée.
Les coefficients «y, s’obtiennent (difficilement) en décomposant les polynomes L;

n
dans la base canonique. En particulier a,, = > b;
i=0

a/. — a/ . :
gAY
1 apg ... ag Q) bo
; . 1 ay ... OJ? (05} bl
On peut donc résoudre le systeme | . . ) ) =1 . | N
1 a, ... a} o, by,

COROLLAIRE 2.6. Soit F' un sous-espace vectoriel de E, E| et E!} deux sup-
plémentaires de F' dans E (i.e. F & E| = E = F @ E}). Soit p la projection

B

de F sur F] parallelement a F' alors Pig,
2

définit un isomorphisme de E} sur Ej.

Dém : On applique le théoreme 2.5 page 191 a p € L(E) : p définit un isomorphisme
de F) supplémentaire de F' = Kerp sur £} = Imp B

COROLLAIRE 2.7. Les sous-espaces supplémentaires d'un méme sous-espace vecto-
riel sont isomorphes et ont méme dimension si elle est finie.

Dém : Si E] et EY sont deux supplémentaires d’'un méme sous-espace vectoriel F'
| B4
|E
donc ces supplémentaires sont isomorphes. Une isomorphie conservant la dimension,
on en déduit que si dim F = p alors E} est de dimension finie et que cette dimension
vaut p B

On peut alors poser la définition suivante :

alors on a vu a la question précédente que p,., est un isomorphisme de E} sur E]

DEFINITION 2.1.8. Codimension finie, hyperplan

Si F' est un sous-espace vectoriel de E admettant un supplémentaire E' de dimen-
sion finie, on dit que I est de codimension finie. dim E’ sera appelé codimension
de F, noté codim F' (en effet, cela ne dépend pas du supplémentaire vu le dernier
corollaire).

Si codim F' =1, on dit que F' est un hyperplan.

PROPOSITION 2.1.4. St E est de dimension finie alors dim F' + codim F' = dim FE.

Dém : La c’est immédiat, en effet si F' est un sous-espace vectoriel de FE, soit

(é1,...,€,) une base de F' que 'on complete en une base de E : (eq,...,e,). Alors
G = Vect(ept1, ..., e,) est un supplémentaire de F et dim F+dim G = dim £ W
—— Y~ =
=p =n—p =n

DEFINITION 2.1.9. Rang d’une application linéaire

Si f € LIE,F) et si F' est de dimension finie alors on définit comme en premiére
année le rang de f par Rg(f) = dim f(FE).

On peut alors généraliser la formule du rang :

THEOREME 2.8. Si f € L(E, F) et si F est de dimension finie alors Ker f est de
codimension finie dans F et Rg(f) = codim Ker f.
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Dém : Im f est de dimension finie car c¢’est un sous-espace vectoriel de F' qui est de
dimension finie. Soit (e1,...,¢,) une base de Im f (p = Rg(f)). On sait qu’il existe
e; € E tels que f(e;) =¢; carg; € Im f.
Montrons que la famille (e, ..., e,) est libre :

P
si Y A\ie; =0 alors

i=1

f (Z )\zez> Z )\z (61)

— N~
=<;
donc, vu que (g1, ...,¢,) est libre, Vi € [1,p], A = 0, ce qui prouve que (ey,...,e,)
est libre.
Montrons maintenant que £’ = Vect(ey, ..., e,) est un supplémentaire de Ker f :

P
en effet si x € E alors f(z) = > y;&;, on écrit maintenant
i=1

p
xr = Zyzel —|—(.’L' —
=1

=y
Or f(r —y) = f(z) — f(y) = 0 donc E = Vect(e;) + Ker f.
Puis si y € Vect(e;) N Ker f alors f(y) = f (Z ylez> Zyzsz = 0. Comme la

famille (£;) est une base alors y; = 0 pour tout i € [1, p] donc y=0.

On a ainsi prouvé que FE = Vect(e;) @ Ker f donc Ker f est de codimension finie et
codim Ker f = dim Vect(e;) = Rg(f).

(la démonstration est immédiate avec le théoreme 2.5 page 191 si I'on admet que
tout s.e.v. d'un e.v. admet un supplémentaire) Bl

Remarque 2.1.4.
(1) Si E est de dimension finie, le théoréme précédent redonne la formule du rang.

(11) Si Rg(f) =dim E alors f est injective.

Dém : En effet, d’aprées le théoréme précédent, dim Ker f = 0 par conséquent
Kerf={0} &

(17i) St Rg(f) = dim E alors Rg(fog) =Reglg) (f € L(E,F), g € L(G,E)).

DEFINITION 2.1.10. Dual
On note E* l’ensemble des formes linéaires sur E. E* est appelé espace dual de E.

THEOREME 2.9.
Si p € E* et si ¢ est non nulle alors H = Ker ¢ est un hyperplan de F.
Si i € E* et si ¢ s’annule sur H alors ¢ est colinéaire a .

Dém :

e On sait déja que Ker ¢ est un hyperplan (cf. th 2.8).
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e Si ¢(H) = {0}, on écrit tout vecteur z = h + Ae; (ou (e1) est une base d'un
supplémentaire de H). Alors ¢(z) = ¢(h) + Ab(e1) = Ap(eq) car ¥(h) =0 vu
I’hypothese.

O 3 _ 9 N o ’l/}(el)
n obtient alors p(x) = Ap(er) don ¥(z) = o)

p(z) A

Remarque 2.1.5. Si E est de dimension finie n alors tout hyperplan H admet une
équation de la forme ayxy + -+ -+ a,x, = 0 ot x est un vecteur de H et x; sont les
composantes de x dans une base de F.

Dém : On utilise le résultat demandé a la question (i) qui suit : H = Ker ¢ ou ¢ est
une forme linéaire. Dans une base quelconque, ¢ s’écrit o(x) = ajxy + -+ + a,x,
d’ou le résultat W

Questions :
(7) Montrer que tout hyperplan H est le noyau d’une forme linéaire non nulle.

(77) Démontrer I'affirmation de la remarque 2.1.4 (7).

2.1.3 Dualité en dimension finie

PROPOSITION 2.1.5. Soit e € E, e # 0 alors il existe p € E* telle que p(e) = 1.

Dém : Comme e # 0, on sait que ’'on peut compléter (e) en une base : (e, es, ..., ¢€,),
on définit alors ¢ par p(e) =1 et p(e;) =0. Sixz = an x;e; (en posant e; = e) alors
o(x) = x4, application z — x; est une forme linéaigll

Remarque 2.1.6. Si o(x) = 0 pour toute forme linéaire ¢ de E* alors x = 0.

Dém : C’est la contraposée de la proposition précédente : on a prouvé que
e£0=3dpe E"|ple) #0
et, en prenant la contraposée, on obtient

Vo e E*, ple) =0=c=01

ProproOSITION 2.1.6. Base duale

Soit (e1,...,e,) une base de E, on note p; les formes linéaires coordonnées définies
par @;(€i) = ;.

La famille (g1, . ..,¢n) est une base de E* appelée base duale de la base B et notée
B*.

Dém : Ceci a déja été prouvé en premiere année, cf. théoreme 8.15 page 135 B

THEOREME 2.10. Base anté-duale

Soit B* = (p1,p2,...,¢,) une base de E* alors il existe une base de FE,
B = (e1,ez,...,6e,) telle que p;(e;) = d;;.

B* est la base duale de B et B est appelée base anté-duale de B*.
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Dém : Soit f :e € E — (p1(e),pa(e),...,pn(e)) € K. [ est une application
linéaire de E dans K" deux e.v. de méme dimension.

Si p;(e) = 0 pour tout ¢ alors pour toute ¢ € E*, ¢ = > \j;, ! on obtient alors
i=1

wle) = > \iwi(0) = 0 donc f est injective.

f est uile application linéaire injective entre deux espaces vectoriels de méme di-
mension donc f est un isomorphisme.

On note e; 'image réciproque par f de la base canonique de K" :

on a ainsi ¢; = f71(1,0,...,0) donc ¢i(e;) = 1 et p;(e;) = 0 pour i > 2. de méme
@;(e;) = d;; (symbole de Kronecker) W

Remarque 2.1.7.

(1) Pour prouver qu’une famille L de formes linéaires est une base de E*, il suffit
de trouver une base de E dont c’est la base duale.
Dém : C’est immédiat, en effet, soit L = (p1,...,pn), si on trouve (e;) une
base de E telle que @Z(e]) = 0;; alors L est génératrice (toute forme linéaire
p € E* sécrit p(z) = Z a;x; soitp = Z a;pi). Comme L contientn éléments

=1 =1
alors c¢’est une base de E* I

(77) On note parfois p(x) =< x,¢ > et, avec les notations du théoréme précédent,
ona <z, >=y " xy; ot x; et y; désignent les coordonnées respectives de
x dans B et de ¢ dans B*.
Ceci ressemble alors a l’expression du produit scalaire dans une base ortho-
normée et justifie l’écriture du théoréme suivant F° pour “l’orthogonal” de

F.
Ezemple : Soient (ag, ay, ..., a,) € K" des éléments distincts, on définit les formes
linéaires ¢; sur K, [X] par ¢;(P) = P(a;).
La famille (pg,@1,...,p,) est une base car c’est la base duale de la famille des

polynomes d’interpolation de Lagrange (Lo, L1, ..., Ly).

THEOREME 2.11.
Soit F'un s.e.v. de E de dimension p. On note F° = {p € E* |Vx € F, p(x) = 0},
on a dim F° =n — p.

Dém : Soit (ey,es,...,e,) une base adaptée a F' ((eq,...,e,) est une base de F),
(o1, P2, .., ¢n) sa base duale.

Sio=>" N € F°alors p(e;) =0 pour i < p donc ¢ € Vect(@pi1,...,0n) =G
et par conséquent F° C G.

Comme ¢; € F° pour i > p+1 (p;(ej) =0 pour j <p)ona G C F°dou F° =G
soit dimF°=n—p M

g )
COROLLAIRE 2.12. Soit ® = (¢1, @2, ..., ¢,) une famille libre de formes linéaires
q

sur B, H; = Ker ¢; alors F' = ﬂ H; est un s.e.v. de dimension n — q.
i=1
q
Si p € F° (notation du théoreme précédent) alors ¢ = > ;.
i=1

S y

LC’est Pexpression de ¢ dans cette base
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Dém : On complete ® en une base B* : (¢1,...,¢q,-..,%n) €t on prend
(e1,€9,...,e,) la base anté-duale associée.

On a H; = Vect(ey, ..., &, ..., e,) (& signifie que 'on enléve ce vecteur—et que 1'on
garde les autres—) :

n
en effet © = > xje; € Hy & pi(x) = 2; = 0 soit x € H;, l'inclusion dans l'autre
j=1

sens étant immédiate.

Ensuite, * € F < Vi € [l,q], z; = 0 (avec la notation ci-dessus) donc
F = Vect(egt1, ..., €n)

Enfin, si ¢ € F° alors, en utilisant la démonstration du théoreme précédent, alors
@ € Vect(p1,...,0,) B

On peut alors rajouter la remarque suivante :

Remarque 2.1.8. En reprenant les notations de la démonstration du théoréme
2.10, on peut interpréter le corollaire précédent de la maniere suivante :

q

sif re€ Ew (pi(e),....0.€)) € KP alors f est surjective et Ker f = ﬂHi =F
i=1

et on a codim Ker f = q.

Dém : On montre que f est surjective par ’absurde. Si f n’est pas surjective alors
il existe H hyperplan de K9 tel que Im f C H. Soit a1z + - - - + a2, = 0 I'équation
de H dans la base canonique de K9 alors on a

Ve € B, a1p1(x) + -+ + agpg(x) = 0
soit ajpy + -+ -+ ag,p, = 0 ce qui est impossible car la famille (¢;) est libre.

q

Ker f = ﬂHZ = F est immédiat car e € Ker f < Vi € [1,q], vi(e) =0 ce qui est
i=1

encore équivalent a Vi € [1,q], e € H; B

Questions :

(i) Soit a € K, on définit les formes linéaires sur K,[X] par yi(P) = P®(a).
Montrer que la famille (y,...,vy") est une base de K,[X]*. En chercher la
base anté-duale.

(77) Soit P la matrice de passage de (e;) a (g;), on note (ef) la base duale de (e;),
(eF) la base duale de (g;) et on appelle @) la matrice de passage de (e]) a (&f).
Chercher une relation entre P et ().

(iit) On pose V,, = Vect(e™™ ... 1,...,e¢™) sous-espace vectoriel de I'ensemble
des fonctions continues sur R. Pour k € [—n,n], on pose
1 27 ]
pr(f) = o= [ f()e ™ dt pour f € V.
2 Jo

1 2m
Soit 6 € R, trouver g € V,, telle que Vf € V,,, f(0) = %/ f(t)g(t)dt.
0

(v) Soient ay,...,a,41 n+ 1 éléments distincts de R. On définit P, = (X + a;)".
Montrer que la famille (P, ..., P,y1) est une base de R,,[X] (on montrera que
si ¢ est une forme linéaire qui s’annule sur chaque P; alors ¢ = 0).
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2.1.4 Trace d’un endomorphisme

DEFINITION 2.1.11. Trace d’une matrice carrée
Si A € M, (K) on appelle Tr(A) = Z a; la somme des termes situés sur la diago-

i=1
nale.

PROPOSITION 2.1.7.

La trace est une application linéaire, on a la propriété fondamentale suivante
Tr(AB) = Tr(BA)

ce qui permet d’avoir Te(PM P~') = Tr M mais on n’a pas Tr(ABC) = Tr(BAC).

Dém : AB = (¢;j) o ¢;j = Z aibr; et BA = (c};) ou ¢j; = kz_:l biar;. On a alors

- 2: Cii = Z (Z azkbkl>

=1
= Z ¢y = Z (Z bzk:ak;z> :
=1 =1 =

Dans l'expression de Tr(BA), on utilise la commutativité dans K, on échange les
indices k < 7, et on permute les sommes ce qui donne ’égalité.
On a alors

Tr(PMP™Y) = Te(PM)P™Y) = Te(P~(PM)) = Tr(P'P)M) = Tr(M) B

On a vu a la proposition précédente que deux matrices semblables avaient la méme
trace, donc si on prend la matrice d'une application linéaire dans une base quel-
conque, alors la trace de cette matrice ne dépend pas de la base choisie (les matrices
d’un méme endomorphisme sont toutes semblables). On peut alors définir :

DEFINITION 2.1.12. Trace d’un endomorphisme en dimension finie
La trace d’un endomorphisme est la trace de sa matrice dans une base quelconque.

Enfin, une propriété simple mais tres utile :
PROPOSITION 2.1.8. Si p est un projecteur en dimension finie alors Rg(p) = Tr(p).

Dém : On a E = Imp @ Ker p et on prend une base adaptée (e1,..., €., €41,...,€,)
ou (ey,...,e,) est une base de Imp* et (¢,41,...,€,) une base de Kerp. p(e;) = ¢;
pour i < r et p(e;) = 0 pour ¢ > r. La matrice de p dans cette base s’écrit par

conséquent sous la forme M (p) = ({; 8) donc Tr(M(p)) = Tr(p) =r A
Questions :
(7) Montrer que Tr[(AB)"] = Tr[(BA)"] pour tout n € N.

(17) Soit f € M, (K)*, montrer qu’il existe F' € M, (K) telle que VM € M,,(K),
F(M) = Te(MF).

2y est bien siir le rang de p
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2.1.5 Calcul matriciel et systemes d’équations linéaires

DEFINITION 2.1.13. Matrices équivalentes
Si (A,B) € M2, (K) on dit que A et B sont équivalentes ssiqe

(R, S) € GL,(K)x GL,,(K) tel que B = RAS

On a vu dans les révisions de premiere année au 8.4.4. que deux matrices de M,,(K)

I, 0 P
0 O) (théoreme

sont équivalentes ssi elles sont équivalentes a la matrice J, = (

8.42 page 151).

THEOREME 2.13. C.N.S. pour que 2 matrices soient équivalentes
A et B sont équivalentes dans M, ,,(K) ssi Rg(A) = Rg(B).

Dém : Si A et B sont équivalentes alors il existe (R, S) € GL,(K)x GL,(K) tel que
B = RAS. Si f et g sont les applications linéaires de K” dans K" de matrices A et
B, p et o celles de R et S alors g = po foo. Comme p et o sont bijectives, elles
conservent le rang donc

Rg(B) = Rg(g) = Rg(po f) = Re(f) = Rg(4).

Réciproquement : soit » = Rg(A) = Rg(B). A est donc équivalente a J,,
B est équivalente a J.. Ceci s’écrit encore A = RJ.S et B = R'J.S" ou
(R,S) € GL,(K)x GL,(K) et (R,S") € GL,(K)x GL,(K). J, = R~'AS™! d’'ou
B = RRT'AS™'S" = R"AS” ou (R",S") € GL,(K)x GL,(K) donc A et B sont

équivalentes W

e Au 8.4.3. on a vu les opérations élémentaires sur les matrices et I’application
que l'on pouvait en faire pour calculer I'inverse d’une matrice (algorithme du
pivot de Gauss).

e Au 8.4.5. on a vu comment résoudre un systeme d’équations linéaires grace
au pivot de Gauss.

e On peut appliquer le pivot partiel pour rechercher le rang d’une matrice rec-
tangulaire.

e Enfin, dans I'algorithme du pivot partiel, lorsqu’on obtient la matrice trian-
gulaire, le produit des termes qui sont sur la diagonale nous fournit, au signe
pres, le déterminant. Le signe de ce dernier sera obtenu en comptant les
transpositions faites.

e On a vu, toujours au 8.4.5. que l'on pouvait donner une interprétation a
laide de la dualité d’'un systeme linéaire. On peut maintenant en donner
une interprétation géométrique : on recherche l'intersection dune famille
d’hyperplans affines.
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~

(THE,]ORI:]ME 2.14. Interprétation duale d’un systéme

p1(z) =b

Soit ¢ po(x) =by ou * € E de dimension n. On suppose que la famille
op(z) =1bp

(p1, P2, - - ., p) est libre (donc p < n) alors le systeme admet comme ensemble de

solutions un sous-espace affine de dimension n — p.
En particulier, si n = p (systeme de Cramer), il admet une unique solution.

Dém : On complete (1, p2,...,p,) en une base B* : (¢1,. .., 0p, @pti1,---,¢Pn) €t

on prend (eq, e, ..,e,) la base anté-duale associée.

Si zy = ibl-ei alors ¢1(xg) = by,...,pp(z0) = b, donc zy est une solution du
systeme. -

Si  est une autre solution alors ¢;(z — o) = @;(x) — p;(x¢) = 0 pour i € [1,p] donc
T —x9 € ﬁ Ker ;. On utilise alors le corollaire 2.12 pour conclure que 1’ensemble
des solutiz):nls S s’exprime sous la forme S = z + Vect(epy1,...,¢,) B

Remarque 2.1.9. si f € L(F) il peut étre intéressant de considérer f comme une
application linéaire de L(E, E) en choisissant des bases différentes dans E espace
de départ et E espace d’arrivée (et dans ce cas, on peut avoir M(f) = J,).

Question :
Déterminer tous les éléments (aq, ag, . . ., a,) € K" tels que a1z +asxo+- - -+a,x, =0
pour tout élément (xq,xs,...,z,) € K” tel que 1 + 29+ -+ x, = 0.
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