CHAPITRE 7

Séries entieres, séries de Fourier

7.1

Séries entieres

7.1.1 Rayon de convergence d’une série entiere

a) DEFINITIONS

On note D(z,r) le disque ouvert de centre zg, de rayon r et D(z,r) le disque fermé.

DEFINITION 7.1.1. Série entiére
On appelle série entiere toute série f(z) =Y a,z" ou les a,, et z sont des complexes.

On s’interesse maintenant au domaine de convergence d'une telle série :

LEMME 7.1. Lemme d’Abel

SidM > 0,Vn €N, |a,z{| < M alors, pour tout z € D(0, |2|) la série f(z) converge
absolument.

Si f(z1) diverge alors on a divergence pour tout z extérieur au disque D(0, |z]).

Dém :

Si |z| < |zo] alors

n

z
la,2"| = |anzy]. ’Z_o
Z n

20

<M.

n

est une série géométrique de raison < 1 donc elle converge

La série ) | =

d’oti, par domination, Y a,z" converge absolument donc converge.

£
20

L’autre propriété se prouve par ’absurde :

supposons qu'il existe z extérieur au disque D(0, |21|) tel que f(z) converge
(attention ici, la notation f(z) désigne la série > a,2"). a,2z™ — 0 comme tout
terme d’une série convergente donc la suite (a,2") est bornée (il en est ainsi de
toute suite convergente). On utilise alors le premier point de la démonstration.
|z1] < |z| donc f(z1) converge ce qui est contradictoire.

Conclusion : f(2) diverge pour tout z extérieur au disque D(0, |2;|) W

385
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Remarque 7.1.1. Dans la premiere hypothese il y a convergence normale sur
D(0,7) avec r < |z|.

Dém : En effet, pour z € D(0,7) on a

n
r

20

n
la, 2" < |an|r™ < |anzy]. ‘L < M.
20

ce qui entraine effectivement la convergence normale

-

THEOREME 7.2. Rayon de convergence b
L’ensemble des z € C tels que la série f(z) converge est non vide, on appelle R,
rayon de convergence de la série f(z), la borne supérieure des |z| tels que f(z)
converge.

Si R > 0, dans le disque de convergence D(0, R), f(z) converge absolument et on
a convergence normale dans tout disque D(0,7) ol » < R (et par conséquent sur
tout compact de D(0, R)).

De plus, si z ¢ D(0, R), f(z) diverge.

N

Dém :

J

e Pour tout 0 < r < R on sait, par définition de la borne supérieure, qu’il existe
zp € C tel que r < |z] < R et f(zp) converge. On utilise alors la remarque
7.1.1 qui nous permet de conclure & la convergence normale sur D(0, 7).

On en déduit aussi que, si |z| < R alors en prenant r = |z| ci-dessus, on a
convergence absolue de f(z).

e Enfin, si [z] > R (dans le cas ou R < +00) alors, d’apres le lemme d’Abel,
f(2) diverge B
Remarque 7.1.2.

(i) Le rayon de convergence peut étre nul et dans ce cas f(z) ne converge que pour
2z =0 (a priori peu intéressant).

(13) 1l peut aussi étre infini et dans ce cas il y a convergence de f(z) pour tout z.

(173) Si Y |an|R" converge alors on aura convergence uniforme sur D(0, R).
Dém : En fait, on a convergence normale puisque si |z| < R alors on a
la,2"| < |a,|R"™ terme général d’une série convergente B

THEOREME 7.3. f(z) est continue (en tant que fonction de la variable complexe
z) sur D(0, R).

Et si, comme au dii de la remarque précédente, > |a,|R" converge, f(z) est
continue sur le disque fermé.

Dém : On utilise la convergence normale sur tout compact (cf. théoreme 5.52 page
331

Soit 0 < r < R, on pose A = D(0,r) disque fermé de rayon r de C. On définit
fn 12€Cr— a,z", f, est continue sur A.

On sait qu’il y a convergence normale de la série > a,2" sur A, on en déduit la
+oo

continuité de f : z +— > a,z" sur A pour tout r €]0, R| (en application du théoréeme
n=0
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de double limite).
Soit zy € D(0, R) alors on peut trouver r €]0, R[ et a > 0 tel que D(zp,a) C A (si
R+l _ B- |Zo|)

R < +o0, prendre r = . alors pour tout z € D(zg,a),

|z| < |z — 20| +|20] < 7 ie. z € Asoit D(zp,a) C A. Comme f est continue sur A
W—/

<a
alors f est continue en z, et ceci pour tout zy € D(0, R).
Conclusion : f est continue sur D(0, R).
Si Y |a,|R™ converge alors on a vu au (iii) de la remarque précédente qu’il y avait
convergence normale sur D(0, R) on peut alors conclure directement W

b) DETERMINATION PRATIQUE DE R

On a les résultats suivants :

THEOREME 7.4. Détermination du rayon de convergence

1 — _
Si lim @] :/\alorsR:X (AeRet ReR).

wa+u>|an|

Dém : C’est une conséquence immédiate de la regle de d’Alembert :

e Si A €0, +oo[ alors on a

n+1
T e Gl BN
n— 400 |an2”|

1 1
— Siz| < X la série > a,2" converge et R > T

1
— Si |z| > < elle diverge donc R <

A A
. ) 1
Conclusion : on a bien R = T

. . angi2™!

e Si A\ =0 alors pour tout z € C, hr}rn ﬁ =0 donc R = +4o0.
n—+oo  |@p2"

. . ‘ n+1zn+1

e Si A\ = +o00 alors pour tout z € C*, 1115{1 | | =400 donc R=0 N
n—+oo |, 2"

Remarque 7.1.3. On note R le rayon de convergence de la série Y a,z".

+o00
(1) Silay| < |by| et si > by2™ a un rayon de convergence R' alors R > R'.
n=0

(73) St a, ~ b, les 2 séries ci-dessus ont méme rayon de convergence (il n’est pas
nécessaire ici que a, et b, soient positifs).

(7i1) On a la formule magique d’Hadamard (hors programme) qui marche toujours :

1
= lim sup {/|a,|

ot la limite supérieure est la borne supérieure des valeurs d’adhérences de la

suite considérée (= inf (sup { \ap\>).

p=n
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(1) Si f(z) est semi-convergente alors R = |z| (i.e. > a,z" C et > |a,z"| D).

(v) Si f(z) diverge et si lirf a,z" =0 alors R = |z|.

(vi) R=sup{r>0]| lim a,r" =0}.

li
n—-+00

.. - QApy2 Ry
(vii) Si lim [an 2] = X alors le rayon de convergence de Y ag,z*" vaut —=.

n— 00 |an| n=0 \/X

c) PROPRIETES ALGEBRIQUES

DEFINITION 7.1.2. Produit de Cauchy de séries entiéres
Soit f(z2) = > a,z" et g(z) = > b,z" deux séries entiéres, on appelle produit de
Cauchy de ces deux séries la série

n

h(z) = Z cpZ" ol ¢y = Z Wbn_1

k=0

Remarque 7.1.4.

(1) Grace au théoréme 5.46 page 323, on sait que si les séries entieres [ et g
ont des rayons de convergence > a > 0 alors f(2)g(z) = h(z) sur D(0,a).
Dém : En effet, si|z| < a alors chaque série Y a,z" et > b,z" est absolument
convergente donc leur produit de Cauchy est lui aussi absolument convergent.
Le rayon de convergence de h est donc > a et on a f(2)g(z) = h(z) B

(77) On a vu a Uezemple page 325 que exp(z + 2') = exp zexp 2’.

4 )
THEOREME 7.5. Soient f(z) et g(z) deux séries entieres alors

R(f +g) = min(R(f), R(g)) (égalité si R(f) # R(g))

R(f.g) = min(R(f), R(g)).

.
Dém :

e On utilise le fait que la somme et le produit de Cauchy de 2 séries A.C. est
A.C. donc, on procede comme pour la démonstration du (i) de la remarque

ci-dessus avec a = min(R(f), R(g)).

e Montrons I'égalité dans le cas ou R(f) < R(g) (par exemple) :
Soit z € C tel que R(f) < |z| < R(g) alors la série f(z) diverge et g(z)
converge donc (f + ¢)(z) diverge donc R(f 4+ g) < R(f) et comme on avait
I'inégalité dans I'autre sens alors R(f + ¢) = R(f) = min(R(f), R(g) B

Remarque 7.1.5.

(1) Sion prend f = —g alors R(f + g) = +o0.
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(13) Si on prend f(z) = 1—z, g(2) = Jrzo:oz” alors R(f) = 400, R(g) = 1 et

n=0
R(f.g) = +o0. '
Dém : On sait que g(z) = 1-, donc (f.g)(z) =1 “série entiére” de rayon
— 2z
infint A

+o00 +oo
(i17) St fo(2) = 3 agn2® et f1(2) = > agn12*™ ™ ont méme rayon R, alors fo+ fi
n=0 n=0

a pour rayon R.
Dém : On sait déja que R(fo+f1) = R et si|z| > R alors la suite (az,2*") n’est
pas bornée (sinon, grace au lemme d’Abel, R(fy) > R) donc R(fy+ f1) < R
d’ou 'égalité B

Question : Prouver les assertions de la remarque 7.1.3.

7.1.2 Séries entieres d’une variable réelle

a) DERIVATION ET INTEGRATION D’UNE SERIE ENTIERE

/. N 7. 71 n +1 ~
THEOREME 7.6. Les séries ) an2", Y na,2""" et ) 22" ont méme rayon de
convergence.

Dém : Montrons que les séries f(z) = > a,2" et f'(2) = > na,z""' ont méme
rayon de convergence (ici f(z) = Y- an2" et f'(2) = Y na,z""' ne sont que des
notations). On raisonne ici dans R.

e Sin>1, |a,| < nla,| donc R(f') < R(f) = R.
e Pour avoir 'inégalité dans I'autre sens, on utilise la propriété suivante :

an”_l converge si k < 1.

1 n
En effet par le critere de d’Alembert, lirJqu (72—;7)1%
n—+4oo MK

bien cette assertion (si k = 0 la convergence était immédiate).

=k < 1 ce qui prouve

n—1

Z -
.’anzg 1’.

Si |29| < R alors pour tout z tel que |z| < |z|, [na,z" ! =n

Or la série Y a,z0 "' converge par hypothese donc a,zi ' — 0 et la suite
n—1
z

(anzy 1) est bornée par M > 0. On obtient I'inégalité |na, 2" '] < Mn
20

<0
On en déduit, par le tour de passe-passe usuel sur les rayons de convergence !
que R(f') = R(f).

Conclusion : par double inégalité on a prouvé que R(f) = R(f’).

ce qui assure la convergence de ) na,z" (car k = <1).

an

Si on pose maintenant F(z) = Y ;252" alors F'(z) = f(2) donc, grace au rai-
sonnement que 'on vient de faire, R(F') = R(F’) = R(f) (toujours avec les mémes
notations pour les séries) W

Dans le cas ot R(f) est fini, on a Ve > 0, f’(z) converge pour |z| > R(f) — € en prenant
z0 = R(f) — £/2 par exemple, donc par définition du rayon de convergence, R(f") > R(f)
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COROLLAIRE 7.7. Dérivation et intégration d’une série entiere

+o0
Sur U'intervalle | — R, 4+ R[ la fonction f(t) = > a,t™ est C* et l'on a :

n=0
v Z " t f - '
fPAt) = ay———1""P et / f(u)du = — 2 gt
—n)!
= (n —p)! 0 —n+ 1

Dém :

e Montrons que f est dérivable (ici, on abandonne la notation f(z) pour désigner
la série). On utilise pour cela le théoreme de dérivation terme a terme d'une
série de fonctions (cf. corollaire 5.59 page 337). On pose f,(t) = a,t" et
I =] - R,R].

— Pour tout t € I, > f,, converge simplement,

— Si [a,b] C I alors ) f/ converge uniformément sur [a, b] :
En effet, si ¢ = max(|al, |b|) alors | f/(t)| = n|a,|.[t" ! < n|a,|.c"! terme
général d’une série convergente car ¢ < R.

Ce théoreme s’applique a la série Y f, sur I =] — R, R[ donc f € C*(I) et on
peut dériver terme a terme :

+00 ! +00
() = (Z ant"> = Znamﬁ"’l
n=0 n=1

o A partir de la, une simple récurrence permet de conclure que f € C? pour tout
p € N et que, pour tout ¢t €] — R, R|,

—+00

f(p) (t) _ Z s (t”)(p)

n=0
+o0 n
= Z n gt
—~ (n—p)
(on a écarté les p premiers termes qui s’annulent).

e Pour la primitivation, on utilise le corollaire 5.57 page 336.

— > fn est une série de fonctions continues sur I =] — R, R|,

— > fn converge uniformément sur tout segment de I (méme démonstration
que ci-dessus)

donc on peut primitiver terme a terme et on a

/Otf(u) du = /Ot (fa,;u”) du

n=0
+oo t
n
= E / apu” du
n=0 0
—+00 tn+1
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Remarque 7.1.6.

(1) Le rayon de convergence d’une série entiére est invariant par intégration terme
a terme et par dérivation terme a terme et, sur |— R, R[, on peut dériver terme
a terme sans justification.

1
(17) Pour tout entier k, on a aj = o D* £(0).

Dém : On a vu au théoréeme précédent que

<= nl

donc, en prenantt = 0, tous les termes de la somme s’annulent sauf le premier

d’ou DF f(0) = kla;, W

b) FONCTIONS DEVELOPPABLES EN SERIE ENTIERE

DEFINITION 7.1.3. Fonction développable en série entiére (D.S.E.)
Soit f une fonction définie sur un intervalle voisinage de 0, on dit que f est
développable en série entiere sur | —r,r[ (ot 1 > 0) SSige

+oo

Ft)=> ant" |t <r.

n=0

ProrosITION 7.1.1. Unicité du D.S.E.
St une fonction f admet un développement en série entiére au voisinage de 0, il est
UNIQUE.

Dém : Deux méthodes ici pour faire cette démonstration, chacune étant formatrice.

e On utilise 'unicité du développement limité de f :
En effet, pour tout n on a

—+o00
Ft) = a0+ art + -+ apt" + "7 " anpnth
k=0

=gn (t)

Si [t| < R (rayon de convergence de la série donnant f) alors axt* — 0 donc,

a tn-l—k:-f—l
E_ Yntk41
pour t # 0, apipy1t” = S

le rayon de convergence de la série de somme g, est > R. On en déduit que g,
est continue en 0 et que t""'g,(t) = o(t"). f admet donc un développement
limité a tout ordre donné par f(t) = ag + ait + - - - + a,t" + o(t") (on savait
déja que f admettait un D.L. car f est de classe C*°). Grace a l'unicité du
D.L. on conclut a 'unicité des coefficients a,,.

— 0 (quand k& — +00) par conséquent,

1
e [l y a plus simple ici, effectivement, on a vu que a, = ol D* f (0) ce qui permet

d’affirmer immédiatement que les coefficients du D.S.E. de f sont uniques W
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DEFINITION 7.1.4. Série de Taylor
Soit f une fonction de classe C*, on appelle série de Taylor de f la série entiere

< f(0)
n!

n

n=0

Remarque 7.1.7. Une fonction f de classe C*™ peut ne pas étre développable en
série entiere pour deux raisons :

(1) Sa série de Taylor peut converger mais sa somme peut étre différente de f par
exemple f(t) = e /¥,
Dém : C’est un grand classique du genre.

e On prouve par récurrence sur n que f(t) = R(t)f(t) ot R est une
fraction rationnelle en t.

e Par comparaison des fonctions puissance et exponentielle, on en déduit
que Ilsinol f™(t) =0 donc, a l'aide du théoréme du prolongement dérivable,

f se prolonge en 0 en une fonction de classe C* et f™(0) = 0.

o La série de Taylor de f est donc la série nulle, de somme 0 et elle n’est
pas égale a f (1) A

(17) Sa série de Taylor peut ne pas converger (hormis en 0), exemple la fonction
“+00 —U +o0o

de Stieltjes S(t) = / . tdu dont la série de Taylor vaut »_ (—1)"nlt".
0 Uu n=0

Dém : Ici, on utilise le théoréme de dérivation sous le signe intégral. Cf. ques-

tion (iii) page 366 qui donne directement S™(t) = (—1)"(n!)2. Le théoréme
7.4 donne R =0 comme rayon de convergence

c) RECHERCHE DE D.S.E., EXEMPLES

On utilise les mémes méthodes que pour les développements limités mais les calculs
peuvent étre plus laborieux et il ne faut surtout pas oublier de préciser a chaque
fois le rayon de convergence ! On peut aussi utiliser les équations différentielles ainsi
que l'unicité de la solution vérifiant des conditions initiales données :

Ezemple : Pour montrer que la fonction (14+x)* admet un D.S.E., on prouve d’abord
que c’est la seule solution de I’équation différentielle (E) (14 z)y’ — ay = 0 vérifiant

la condition f(0) = 1 ; ensuite, on cherche les solutions de l'équation ci-dessus
développables en série entiere par analyse-synthese :
Dém :
+oo
e Analyse : si y = ) a,2" est solution de (E) en supposant que le rayon de
n=0

convergence de cette série R est > (0 alors on peut dériver terme a terme d’ou
la présentation

+oo
Yy = E anpx" X —
n=0

+o0o
y = Znanx"’l x (14 x)
n=0
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(on fait partir la deuxieme somme de n = 0, cela permet de simplifier la
discussion et, de toutes fagons, on multiplie le terme en question par 0).
On trouve alors (o — n)a, = (n + 1)a,41 en égalant les coefficients de ™ par

unicité du D.S.E.
Au passage on vérifie alors que le rayon de convergence de la série obtenue

vaut 1 si o ¢ N ( lim fnil _ 1).

n——+oo an,

+o00o
e Synthese : soit g(z) = Y. (%)™ définie sur | — 1,1[ 2. On vérifie que g est

n—=
solution de (E) (en dérivant terme a terme) et comme g(0) = 1 = f(0) alors
g = f par unicité de la solution d'une équation différentielle linéaire du premier
ordre avec condition initiale B

Remarque 7.1.8. Les raisonnements semblables a celui que ['on vient de faire
s’appliquent dans d’autres circonstances, il suffit que la fonction f dont on cherche
le développement en série entiere soit la seule solution d’une équation fonctionnelle.

Pour les fractions rationnelles, décomposer la fraction rationnelle sur C.
On a
+0c0 n
1 -1 1 —1)P — —
_ (=D _ ! )E: Y (=) r=1
(x —a)P ar (1—z)p ar? n a

Exemples de D.S.E.

(t2)"

T R =400
n!

e =14+1tz+

(tz)*
2

on utilise la définition de I’exponentielle vu au chapitre 5

43 201
int=t— oo (=1 g R
sin et +(=1) Gn 1) + +00
2 t2n
cost:1—§+---—|—(—1) (2n)!+ R =400

on utilise les relations cost = Re(e) et sint = Im(e")

3 $2n+1

ht =t 4 — 4o L R =

S + 6 + +(2n+1)!+ +00
t2 t2n

cht =1+ -+ -+ +-- R = +o0
2 (2n)!

cht est la partie paire de e’ et sht est la partie impaire

1
T—¥:1+t+ﬂ+~~+¢”+~- R=1

—1)(... — 1
on rappelle que (f;) = (e ) )'(a n+1) est le coefficient binomial généralisé
n!

2
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somme d’une série géométrique

ala—1
gl@-l—“'-l—
2 n!

(1+t)*=14at+

(1)

on vient de le voir en exemple
2

t t"
1n(1+t):t—§+---+(—1)”+1—+--- R=1
n

on integre

1+1

3 t2n+1

Arctant:t—§+'-'+(—1)”

on integre ——
g s

Arcsing =t 4 L 4.4 204 O
resint = — 4
6 22 (nl)22n + 1

1
1—1t2

on integre

Questions :

(i) Chercher le rayon de convergence de Y a,2" avec

shn n" 1 sin nd
ch?n
et calculer la somme de la derniere série.

+o0 b 9 9
(72) Montrer que go(a + bn + en?)z" = : i - X El -1_— CZ); cz

(a) an =

(1 -
+oo 3
(77i) Rayon de convergence et somme des séries f(x) = Z —'

+00 xQn

g(z) = >

n=0 4n? — 1

(1v) Chercher les développements en série entiere des fonctions

2x 9 1
(a)m (b) In(1+ x4+ 2%) (c)1+x\/§+x2

1+2x 1
(d) Vizz & T a2

400 22n71
(v) Calculer n;o o)
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7.2 Séries de Fourier

On considere dans un premier temps des fonctions 27-périodiques, le cas des fonc-
tions de période T' s’y ramene par changement de variable (voir a la fin).

7.2.1 Coefficients de Fourier

a) DEFINITIONS

C M, désignera ici ’ensemble des fonctions continues par morceaux, 2m-périodiques,
a valeurs complexes. Cet ensemble est un C-espace vectoriel.

A partir d’une fonction g continue par morceaux sur un intervalle / contenu dans un
intervalle de longueur 27, prolongeable en une fonction continue par morceaux sur
I’adhérence de I, on peut définir une fonction f de CMs, de la maniere suivante :

e Si g est définie sur [a,a + 27[, on pose f(z) = g(z + k27) ou k = — {x; a}
7r

Dém :

—a

— Sixz € [a,a + 27| alors ‘ € 10,1[, k = 0 donc f(z) = g(x),

™

o o = on + 1 donc, comme la

partie entiere vérifie [y + 1] = [y] + 1, on en déduit que k' = k — 1 d’ou

2 —al 2—a x—a
—Soitx’::c+27r,k’:—[ }

f(2") =g(@' +K2r) = g(2' — 2 + k27)
g(x + k2m) = f(x)

donc f est bien 2m-périodique et prolonge g a R. W

e Si on cherche f paire coincidant avec une fonction g définie sur [0, 7] alors on
prolonge g par g sur [—7, 7| avec §(—z) = g(x) pour z € [0,7] et on procede
comme ci-dessus pour définir f a partir de g.

Dém : On a bien g(—m) = g(7) donc on n’a pas de probleme de périodicité
avec r = —m. Ensuite on reprend ce qui a été fait ci-dessus avec a = —7

e Si on cherche f impaire coincidant avec une fonction g définie sur |0, 7| alors

on prolonge g par g sur [—m, 7] avec §(—x) = —g(x) pour x €]0, 7| et on pose
9(0) = g(m) = g(—m) = 0.
Dém : C’est la méme chose ici toujours avec a = —7 H

PrROPOSITION 7.2.1. Intégrale sur une période d’une fonction périodique

a2 T
Si f € CMag, / f(t)dt = / f(t)dt pour tout o réel.

«

Dém : On utilise le théoreme de Chasles :

/;Hﬂ f(t)dt = /aﬂ f(t)dt + /—1 f(t)dt + /:Hﬂ F(t)dt
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on fait le changement de variable u = t + 27 dans la premiere intégrale

[ dt+/7r £(1) dt+/a+2ﬂf(t) dt

a2

:/W rwdi+ [ f(t)dt+/a+2ﬂf(t)dt :/ﬂ ft)dtm

+27

DEFINITION 7.2.1. Coefficients de Fourier
St f € CMo, alors on définit ses coefficients de Fourier par

fn) =ca(f) = % /_7T f(t)e ™ dt.

On définit aussi les coefficients de Fourier sous forme de cosinus et de sinus (n > 1) :

1 ™

= —/ f(x) cosnzx dx,
™ —T
1 [" .

= —/ f(z) sinnzx dz.
™ —T

Remarque 7.2.1. Pour n =0 on ne définit pas ao(f), on utilise co(f).

PROPOSITION 7.2.2. Sin € N* alors on a les relations

Qp, = Cp + C_p, bn = 1 — IC_p,

1 1
Cp = §(an —iby), ¢, = §<a" + iby,).
) eina: + e—ina: ) einz _ e—ina:
Dém : Avec les formules d’Euler : cos(nx) = 5 et sin(nz) = 5
i

on obtient

/f gine | g-ine
/f ”“”dx+—/f Je = da

=Cp+ C_py.
On fait de méme avec b,. Pour ¢, et c_, on utilise les formules ¢”* = cos(nz) +
isin(nz) et e7"* = cos(nx) — isin(nz) A
DEFINITION 7.2.2. Somme partielle d’une série de Fourier

Pour tout entier naturel p, on définit la somme partielle :

p

Sp(N@) =D enlf)e™.

n=-—p

Remarque 7.2.2. On a S,(f)(z) = co(f) + Zp: (an(f)cosnx + by(f)sinnx).

n=1
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Dém : Immédiat mais utile :

P

Su(1)(@) = colf) + D eal )™ + el e
= co(f) + Z a”_zizbn(cos nx + isinnx) + %ibn(comw _ isinne)

=co(f)+ Z(an(f) cosnz + b, (f) sinnz)

car (a,=ib,)(cosnz F isinnzr) = a, cosnx + b, sinnx+i(a, sinnx — b, cosnz), les
parties imaginaires se simplifient W

DEFINITION 7.2.3. Convergence et somme d’une série de Fourier
Lorsque qu’en un point x de R les sommes partielles S,(f) convergent, la série de

Fourier est dite convergente au point x et la somme de la série de Fourier est, par
+00 .
définition, la limite des sommes S,(f)(x) que l'on notera > ¢, (f)e™".

n=-—oo

Remarque 7.2.3.
(7) 1l faut faire tres attention ici au fait que la somme partielle d’une série de
Fourier ne correspond pas a la somme partielle d’une série sauf si on l’écrit a

Uaide des fonctions cosinus et sinus (cf. remarque 7.2.2).

(ii) Méme chose pour la notion de convergence !

b) PROPRIETES DES COEFFICIENTS DE FOURIER

4 )
THEOREME 7.8. L’application F qui & f associe f est linéaire.

™

P ~ 1
La suite f est bornée et || f||c < 2—/ lf@)]dt = |1
™ —T

Enfin lirin (n) =0 (c’est le lemme de Lebesgue).
(.

Dém :

e F est linéaire par linéarité de l'intégrale.

e On a immédiatement

ol = | [ e e < o [Tisorar

~

donc la suite (f(n)),ez est bornée en norme infinie par || f||;.

-~

e [l reste a prouver que ‘ |lim f(n)=0.
n|—-+o0o
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— On prouve tout d’abord que c’est réalisé pour une fonction indicatrice

d’un intervalle :
Si f = 14y alors

~ 1 [?7 ‘ 1 [
= — L (t)e ™ dt = — it ¢
f(n) 27/0 [ ’b}( )e QW/a ¢

1 . .
— : [efznb o efma] =0
—in2r
car e~ — e_m“} <2 (st f = 1jjap)s [ = Ljap[ 00 f = 1jg [, C'est la méme
démonstration).

Pour une fonction en escalier : on utilise le fait qu’une fonction en escalier
est combinaison linéaire (finie) de fonctions indicatrices d’intervalles [}, :

l
f = Z )\k-l[k d’ou
k=1

l

k=1
car chaque terme tend vers 0.

Par passage a la limite uniforme, on en déduit le résultat pour une fonc-
tion continue par morceaux :

En effet, on sait qu’une fonction continue par morceaux est limite uni-
forme de fonctions en escalier (cf. théoreme 5.61 page 339).

Soit € > 0 alors il existe ¢ fonction en escalier telle que ||f — ¢l|c0o <

Puis, comme @(n) — 0 quand |n| — +oo alors il existe N tel que
€

nl > N = 15 < o

On a alors, pour tout |n| > N

~

Fm) < 1F(n) = B(n)| +2(n)]
<o | U —ewpema+ 2
S TR -

N
Mo
=)
N

/N

donc lim f ()

| —+o00

On remarque que cette démonstration reste valable si on remplace n par A,
suite de réels tendant vers +oo M

ProOPOSITION 7.2.3. Relations entre coefficients de Fourier

(i) Coefficient de f : cu(f) = c_n(f) et si f est réelle c,(f) = c_n(f).
(i) Coefficient de g : t— f(=t) : cn(g) = cn(f).

Si f est paire alors c,(f) = c_n(f), si f est impaire c_,(f) = —c,(f).

(iit) Coefficient de g : t — f(t+a) : cu(g) = e™c,(f).
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Dém : Simples relations de calcul intégral.

(i) Coefficient de f :

alf) =50 [ T at= 5o [ Faea

1 4 .
— 5 [ e =)

et si f est réelle ¢, (f) = cn(f) = c_n(f).
(7i) Coeflicient de g : t — f(—1) :

cn(g) = %/_ f(=t)e ™ dt = %/_ f(u)e™ du

en faisant le changement de variable u = —t

= C*ﬂ(f)

Si f est paire alors ¢, (f) = ¢,(g) = c_n(f), si f est impaire ¢,(g) = —c,(f) =
Cfn(f)-

(17i) Coeflicient de g : t +— f(t +a) :

1 i . 1 m+a ‘
Cn(g)zg / ft+a)e ™ dt = / Fu)e ™= dy

27T —7m+a

en faisant le changement de variable u =t + a

— einacn(f)

car l'intégrale d’une fonction 2m-périodique sur une période ne dépend pas des
bornes W

Remarque 7.2.4.

(i) Si f est paire et réelle alors ¢, (f) € R et on peut avoir intérét a rechercher
les coefficients a,(f) et co(f) (les by(f) sont tous nuls).
Dém : On combine le (i) et le (ii) de la proposition ci-dessus, c,(f) = c_,(f)

(i) et g=[ (it) ca(f) = con(f) donc cu(f) = cal(f) e ca(f) cR W

(17) Si f est impaire et réelle alors c,(f) € iR et on peut avoir intérét a rechercher
les coefficients b, (f) (les an(f) sont tous nuls).
Dém : Méme chose B

DEFINITION 7.2.4. Fonctions de classe C* par morceaux

Une fonction f a valeurs dans C est dite de classe C* par morceauz sur [a,b], ot
1 < k < +oo, sl existe une subdivision (ag, ay, ..., a,) de [a,b] telle que, pour tout
iy flas,aisa| SOt prolongeable en une fonction de classe CF sur [a;, a;11].

f est C* par morceauz sur I intervalle sstqep pour tout segment J C I, f; est C* par
MOTCEAUL.
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Remarque 7.2.5.

(7)

Pour que f soit de classe C* par morceauz, il suffit que les 9, j € [0,k],
admettent une limite a droite et a gauche des points a; (a droite si ag = a et
a gauche si a, = b) et le théoréme du prolongement dérivable fera le reste.
Dém : Posons f; = fllai,ai.| €t montrons que f; se prolonge en une fonction
de classe C* sur |a;,a;11] : on procéde par récurrence (finie si k < +00) sur
J< k.

o 7 =0 est immédiat, on note fi le prolongement continu de f; a [a;, a;i1].

o j=1: f/ admet une limite en a; et en a1, donc le théoréme du prolon-
gement dérivable s’applique, fZ est de classe C* sur [a;, a;y1].

e On suppose la propriété vraie a ['ordre j < k — 1. On applique alors le
raisonnement fait pour j =1 a la fonction f ) qui est alors de classe C*
sur [a;, a;i1). f; est par conséquent de classe CI1 sur [a;, a;y1].

Conclusion : f; se prolonge bien en une fonction de classe C* sur [a;, ;1] et
ceci pour tout i € [0,n — 1] W

Si f est de classe C* par morceauz sur [a,b] alors les dérivées successives de f
sont définies sur [a,b] privé d’une partie finie.

Si f est définie sur R, 2w-périodique alors on dit que f est de classe C* par
morceauz sur R si la restriction de f a [0,27] est de classe C* par morceaus.

Les fonctions qui nous intéresseront dans les séries de Fourier seront les fonc-
tions 2m-périodiques de classe C* par morceauz.

On peut définir Uintégrale de la dérivée d’une fonction f continue, C' par
morceauz sur I intervalle par f f'(t)ydt = f(b) — f(a), pour tout [a,b] C I. f'
n’est pas définie partout.

Dém : Soient ag = a < a1 < ... < a, = b une subdivision attachée a la
fonction f continue, de classe C* par morceauz. Par hypothése, f' admet une
limite a droite et (ou) a gauche aux points a; pour i € [0,n]. On pose alors

[rom=5[ .+

Or f' est intégrable sur |a;,a; 1] (c’est une fonction continue qui admet une
limite a droite en a; et une limite & gauche en a;11) et, pour (z,y) €la;, a;i1[?,
fj f(t)dt = f(y)— f(x) grice au théoréme fondamental du calcul différentiel.
On sait alors que f] [f’ = f(ai1) — f(a;) donc, avec la définition que 'on
a prise

Aq,Qi+41

b n—1
/ £ =3 Flasys) - fla) = 1) - f(a).

On a méme mieuz, pour tout x € [a,b], [T f'(t)dt = f(x) — f(a) ce qui
généralise le théoreme fondamental du calcul dzﬁerentzel.

Tout ceci se fait un peu “a la sauvette” mais c’est une volonté du programme
de ne traiter les définitions qu’au moment ou elles sont nécessaires B
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THEOREME 7.9. Intégration par parties
Si u et v sont continues, de classe C!' par morceaux sur R alors pour tout couple

b b
(a,b)ERz,/ udv:[uv]Z—/ v du.

Dém : On prend une subdivision de [a,b] ap = a < a1 < ... < a, = b. On écrit
que ffud’u = Z?:_Ol L5 udv et on utilise la formule d’intégration par parties sur
chaque intervalle (les fonctions se prolongent en des fonctions de classe C') puis on

remarque que la continuité des applications u et v permet de simplifier les parties
toutes intégrées :

_ nz_‘i [utyete }* _ / + o (B)o(t) dt
_ nl[U(az+1)v(az+1) — u(a;)v(a;)] — 3 /:M u'(t)o(t) dt

ProprosIiTION 7.2.4. Coefficients de Fourier et dérivée
Si f est 2w-périodique continue sur R et de classe C' par morceaur sur R, alors

cn(D f) =iney(f).

Si f est 2m-périodique et de classe C*~1 sur R et de classe C* par morceaus sur R,
alors c,(D* f) = (in)kc,(f), cal(f) est négligeable devant n™ au voisinage de +oo.

Dém :

e On utilise le théoreme d’intégration par parties que l'on vient de démontrer :
1 (" ,
cen(f) = =— "(tye ™ dt
=5 [ 1
1

T o [f (t)efmt} :r - % /_ : f(t)e ™t dt
= inc,(f)

car f est 2m-périodique donc [f(t)e*i"t} =0.

o c,(D" f) = (in)*c,(f) s’obtient alors par une récurrence simple.

e Le lemme de Lebesgue s’applique a la fonction f*) :
En effet, f%*) n’est pas définie partout mais on peut la prolonger aux points
de discontinuité et obtenir f (k) une fonction continue par morceaux qui admet
la méme intégrale que f*).

1
Par conséquent on a ¢,(DF f) = o(1) et c,(f) = o (—k) (résultat a bien
n

retenir) W
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Ezxemples de séries de Fourier :

(i) Fonction créneau : [ impaire, 2r-périodique et f(x) =1 si z €]0, [ alors
ses coeflicients de Fourier s’écrivent :

() =0, ba(f) =0, bapia() =~

Dém : Comme f est impaire réelle (et 2m-périodique) alors a,(f) = 0 pour
tout n € N* et ¢o(f) = 0. Il reste a calculer les b, (f).

1 [" 2 [7
by(f) = — f(t)sinntdt = —/ sinnt dt
—m 0

T T
2 ™ 2
=~ Leont], = - |0 -]
donc by, (f) =0 et boypi1(f) = ﬁ

(17) f paire, 2m-périodique et f(z) =z si x € [0, 7] (en fait f est une primitive de
la fonction créneau), ses coefficients de Fourier s’écrivent :

4

bn(f) =0, CO(f) = ga a2p(f) =0, a2p+1(f) = _m'

Dém : Dans le cas qui nous intéresse ici, b,(f) = 0 pour tout n € N*. On
utilise la parité de f pour se ramener a une intégrale sur [0, 7.

alf) =5 [ swar== [ ear

)
1 [ 2 (7
a,(f)=— f(t)cosntdt = — [ tcosntdt
T ) . T Jo
et on fait une intégration par parties

T ™

2 . 2 .
= — [t sin nt] - — sin nt dt

nm o nmJy
2 2 .
= [cosnt}o = [(—1) — 1}
Q0 azy(f) = 0 et i () =~
(2p+1)27

(it7) f(t) = e a € R\ Zsur | — 7, +7| et on suppose que f est 2w-périodique,
alors ses coeflicients de Fourier sont :

~ sinar (—1)

f(n) =

ce qui permet d’avoir les coefficients de Fourier (dans les mémes conditions)
pour sin at et pour cosat : respectivement

, 2nsinam , 2asinam

by(sinat) = (—1) ap(cosat) = (—1)

m(a? —n?)’ (a2 —n?)
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Dém : La le calcul est tres simple :

ca(f) = f(n) = ;ﬁ/ﬂ iateint qp — _/ oila—n)

= st 7 ”’L—m[e

2 sin[(a — n)7] = (—1)”M

i(la—n)T e—i(a—n)ﬂ]

a 21(a —n) m(a—mn)

car sin(a —nn) = (—1)"sin a.
On utilise alors les formules a,(f) = ¢, (f)+c_n(f) et b (f) = i[cn(f) —c—n(f)]
et le fait que (—=1)™" = (—=1)" d’on

() =i T L

a—n a+n
LJSinam  2n

T a?—n?

On en déduit alors les expressions annoncées en prenant les parties réelles et
imaginaires Wl

3,,
2. 5¢
1 2
0.5, o
i3 -2 -1 0O 1,2 3 t
-0. 51/ X NS
~1 -3 -2 -1 0 1 2 3
Figure 7.1: Série de Fourier de la Figure 7.2: Série de Fourier d'une
fonction créneau de ses primitives
Questions :

(i) Chercher les coefficients de Fourier de la fonction f(t) =sht sur | — m, 7[.

+o00o
(17) Soit f(z) = > a,z™ la somme d’'une série entiere de rayon de convergence
n=0
R > 0. On pose g(t) = f(re'), 0 <r < R. Calculer g(n).

7.2.2 Convergence en moyenne quadratique

On rappelle que

() (f,9) — (flg) = / f(t)g(t)dt est un produit scalaire sur Cor espace

vectoriel des fonctlons 27- perlodlques continues sur R.
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{7 1/2
(77) La norme associée est notée || f|s = (—/ |f(t)|2dt) :

2 ) .

(i17) La famille (e,)nez ol e,(t) = €™ est une famille orthonormale et, pour tout

n, co(f) = (enlf).

T

HEOREME 7.10. Projection orthogonale sur P, )
La projection orthogonale d'un élément f de Cy, sur le sous-espace vectoriel P,
engendré par les e,,, ol [n| < p, est la somme partielle S,(f).

Cette projection vérifie la relation

1£112* = 1Sp(Hll2* + d(f, Pp)* = [1Sp(Hll2* + If = Sp(F)]l2*

En particulier, I'application qui a tout élément P de P, associe ||f — P||» atteint
@n minimum en un point et un seul, a savoir Sy(f). y

Dém : On utilise ici le théoreme 4.15 page 253 en prenant pour espace F' ’ensemble
P,. Dans ce cas, la projection orthogonale s’écrit

P

Pe(f) =Y (enlf)en

n=-—p

or (e,|f) = f(n) donc pp(f) = S,(f). La proposition qui suit ce théoreme nous dit
alors que [[f[[3 = 1S(S)1I3 + [1f = Sp (/)13 ®

COROLLAIRE 7.11. Inégalité de Bessel
Les séries Y [, (f)* et D |e_n(f)|* sont convergentes et on a I'inégalité de Bessel :

+o0 +o0
D lealNP+ D lemalNE < 11122
n=0 n=1

Ceci est en fait aussi valable si f € CMo,.

Dém : La aussi, ce corollaire est la traduction du théoreme 4.15 page 253 et de la
proposition 4.3.3 page 253 :

o Soit J, = [-ppl, X lea(N)IF < [1]2? done X len (/) et 3 Jen(f)[? sont

neJp
majorées par ||f||3 par conséquent ces deux séries convergent.

e De plus on a

Do leal NP+ D lenlHPF = lim > fen(f)?

p—+00
nedp

< IIf1I2*.

e Maintenant un probleme de conscience se pose. En effet le programme ne
prévoit rien ici pour gérer I'inégalité de Bessel dans le cas de fonctions continues
par morceaux. On va procéder comme ce qui suit :
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— Si f € CMa, alors on définit fi par fi(x) = %[f(x*) + f(z7)]. Si f est

continue en z alors fi(z) = f(z) donc f et f; ne différent que par un
nombre fini de valeurs. Leurs intégrales sont donc égales.

— On note (pour la circonstance) Ds, 'ensemble des fonctions f de CMa,
telles que f = fi.

Alors Dy, muni du produit scalaire (f|g) = — f f(t)g(t)dt est un

espace préhilbertien complexe.

En effet, les propriétés de linéarité et de symétrie sont les mémes que sur
Car, il Teste & prouver que, si || f]|3 = 0 alors f = 0.

Par contraposée, si f # 0 alors il existe x € [—m, 7] tel que f(x) # 0 donc
|f(z)]* > 0. On a ainsi f(x") ou f(z7) # 0, par conséquent il existe un
voisinage V, (é droite ou & gauche de x) tel que |f(y)|> > 0 pour y € V.
Donc [|f|5 =5 ["_|f()|*dt > 0 ce qui acheve cette démonstration.

On peut alors appliquer aux fonctions de D, ce qu’on a fait sur Cy, et
obtenir exactement les mémes conclusions B

THEOREME 7.12. Convergence en moyenne quadratique
Pour tout élément f de Co,, les sommes partielles S,,(f) convergent en moyenne
quadratique vers f i.e. dans (Ca, ||.|[2) on a liIE Sn(f)=f.

Dém : On sait qu’on peut approcher uniformément f par des polynomes trigo-
nométriques P. On utilise alors I'inégalité || f|l2 < || f||o :

ve>0, IPeP[[f = Pla<|f = Pl <e

Comme P est un polynome trigonométrique alors AN € N tel que P € Py. Donc,
pour n > N, P € P, et on sait que ||f — S,(f)|l2 < || f — Pll2 < & (cf. théoreme
7.10). Ceci se traduit par S,(f) — f pour ||.|[; H

GOROLLAIRE 7.13. Formule de Parseval \
Pour tout élément f de Cy, on a la formule de Parseval

> leal P = 111112*
nezZ
qui donne, par polarisation :

S @Fleals) = (flg) = /f

nez

N J

Dém : On utilise (comme pour tout corollaire qui se respecte) le théoreme précédent :

I1£115 = Z|cn R+ = So(HI3

n=-p

—0
+oo
= Y e NP

en prenant la limite quand p — +o00.
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Soit (2(Z) = {(cn)nez | D |cnl* < +00}, comme pour ¢3(N), on définit le produit

nez
scalaire
+oo
(cld) = > Cudy.
n=-—o00
L égalité de Parseval se traduit alors de la maniere suivante : ||c(f)|* = || f]|3 o

c(f) = (cu(f))nez. Par polarisation on obtient

“+00

(e()le(9)) 2@ = D ealHenlg)

n=—oo

— (flo) %:—/ F(t)a(t) d m

COROLLAIRE 7.14. L’application linéaire f +— f de Cy, dans (*(Z) conserve le
produit scalaire ; elle est injective.

Dém : On vient de voir que (ﬂ;) = (f]g) ce qui traduit exactement la premiere
propriété. L'injectivité s’en déduit immédiatement :
Si f =0 alors ||f|| 2zy = || f]| . =0donc f=0M

Remarque 7.2.6.

(1) On a donc, pour une fonction de Cor,
f=0& (VneZ f(n)=0).

Dém : C’est une traduction du dernier corollaire mais ¢a ne marche pas pour
les fonctions continues par morceaux W

(13) Lorsqu’on développe f en série de cosinus et de sinus, on peut réécrire la
formule de Parseval sous la forme

+00

17157 = leolF)P + 5 D (lan(DP +1ba(P)

n=1

Dém : On reprend le résultat || f||3 = hT 1S, (f)I|? mais cette fois, on écrit
p—+oo

P

la somme partielle sous la forme S,(f) = co(f) + > an(f)cn + bu(f)sn en
n=1

posant ¢, (t) = cos(nt) et s,(t) = sin(nt). La famille (c,, s,) est orthogonale

et leall3 = sl = 5 d'oi
p

1S(H)I13 = leo()* + % > (lan(H)FE+ [bal )

n=1

et on obtient la formule annoncée en passant a la limite B

(7i1) La quasi-totalité de ce qu’on vient de voir s’étend au cas des fonctions de CM o,
ensemble des fonctions continues par morceaux, 2m-périodiques, notamment la
projection S,(f), Uégalité de Parseval et la convergence en moyenne quadra-
tique. Seule linjectivité de f f ne Se CONserve pas.

Dém : La on sort du programme ( ) et je donne une idée de la
démonstration :
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. Pour tout € > 0, on approche f € CMs, par une fonction f. de Co, telle
que 5= [T f(t) = f-(t)]*dt < £/2 que Uon note aussi mais abusivement
\f — fEH2 (prendre une fonction égale a f sauf sur de petits intervalles

entourant les discontinuités de f ou f. sera affine par morceauz).

e On approche alors f. élément de Cor par un polynome trigonométrique
P. tel que ||f. — P:lla < /2 et, en utilisant l'inégalité de Minkowski, on
obtient ||f — Pella < |[f = fella + I fe = Pll2 < e

On peut alors reprendre ce qui a été fait et si on prend des fonctions dans Doy,
on conserve meéme l’injectivité B

Question : Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f paire définie par

f(z) = x sur [0, 7]. En déduire la somme

+o0 1 +oo 1
Z_

p0(2p+1) n=

7.2.3 Convergence ponctuelle

Une propriété simple et efficace :

~

PROPOSITION 7.2.5. Si f € Cor et si les séries Yy \J/C\(n))\, Yo |f(=n))| sont conver-
gentes alors

+o00 +oo
= Z f(n)en + Z f(=n)e_n
n=0 n=1
ol e, (t) = €™ et la convergence de chacune des séries est normale.
Dém :
e [7(m)e™| = |F(n)]| et [F(=n)e=7| = |F(=n)| or, par hypothese, 3 |F(n)].

S™1f(=n)| sont convergentes donc les séries Y f(n)e™ et > f(—n)e™ " sont
absolument convergentes.

_ Noo 7 +oo 7 :
On peut donc poser g = >~ f(n)e, + >, 71 f(—n)e_,. Cette fonction est
bien définie car, pour tout x, on a une somme de séries convergentes.

Il y a convergence normale des séries Y f(n)e, et > f(—n)e_, grace a la
premiere majoration et donc g € Cy, en tant que somme d’une série normale-
ment convergente de fonctions continues 27-périodiques.

On vérifie alors, par interversion somme et intégrale, que f(k:) = g(k) : prenons
par exemple k € N alors

-~ o 1 " —ikt
g<k>—2ﬁ / g(t)e ™ dt

—T

% (Zf Z"k>dt+—/ (Zf ”L““)dt

400
~ 1 T ~ 1 i .
_ i(n—k)t o —i(n+k)t
E (n)Qw/ e dt + g f( n)27r/ e dt

- n=1 -T
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car 5= [T "M dt = §, ) (symbole de Kronecker) et &= [T e~/ TRt d¢ = 0.

On fait zie meéme si k < 0.

e On en déduit alors que f = g vu le corollaire 7.14 B

/(HEOREME 7.15. Convergence normale d’une série de Fourier \
Soit f € Cy, de classe C! par morceaux.

~ -~

e les séries > |f(n))], D |f(—n))| sont convergentes.

+o00
o Lasérie S(f) = co(f)+ D_ an(f) cosnt+0b,(f)sinnt converge normalement
n=1

vers f sur R.

e En particulier, pour tout nombre réel ¢, la série de Fourier de f converge en
ce point, et sa somme est égale a f(t) ce que I'on peut écrire

+o00 “+00

ft) = Z f(n)emt =co(f)+ Zan(f) cosnt + b, (f)sinnt

n=-—00 n=1

N J

Dém :

e On sait que f’(p) = ipf(p) (cf. proposition 7.2.4 page 401).

1
e On utilise ensuite 'inégalité classique : ab < §(a2 + %) qui donne, pour p # 0,
~ 1~ 1/1 -~
f)l = —f(p <—(—+ f'(p 2),
[f ()l 7 (r) <5 e /()|

> |f(p)| converge car »_ 1/p* et > |f’ (p)|? convergent. Il en est de méme

-~

pour la série > f(—p).

e On a donc convergence normale de la série de Fourier de f.

e On applique alors la proposition précédente

GHEOREME 7.16. Théoréme de Dirichlet )
Soit f € CMay, de classe C! par morceaux.
Pour tout nombre réel ¢, la série de Fourier de f converge en ce point et on a

+oo . ‘ 1
Z f(n)e™ = > h—l>ior,2¢0 [f(t +h)+ f(t— h)]

En particulier, en tout point ¢t ou f est continue, la somme de la série de Fourier

@ f est égale a f(t). )

Dém : (Non exigible)



7.2. SERIES DE FOURIER 409

e On sait que
i wive _ sin(n +1/2)x
=, 2sinx/2

cf. question (i) page 16.

sin(n—+2)u
e On montre alors la formule de Dirichlet ; en posant D,,(u) = sin(rt g )u noyau

71'51115

de Dirichlet en deux temps (ici v est un parametre que 'on choisira apres) :

=Y Fp)e™

On prend alors o = t et on partage l'intégrale en deux et on utilise la parité

de D,
/f ot — ) du

/f t—udu+/ F(w)Dy(t —u) du

_/0 SU(E+0)+ 7t~ 0)]Dafv) do

en faisant les changements de variables v =t — u et v = u — t respectifs dans
chacune des 2 intégrales (D,, est paire).

e On remarque que [ Dy, (v)dv = 1 soit en revenant & I'écriture de D, a laide
des exponentielles complexes soit en prenant f = 1 dans la formule que 'on
vient d’établir (S, (1) =1).

En utilisant ceci avec y = [f(tT) + f(t7)]/2, on a

™

Su()(t)—y = / uD, (u)ip(u) du o ) = 3 [F(t-+u)+ £ (t—u)— F(1)~ F(27)].

Montrons que ¢ est une fonction continue par morceaux sur |0, 7] qui se pro-
longe par continuité en 0 :
On réécrit ¢ sous la forme

ft+w) - fE7)  fE—w) = f(ET)

u u

p(u) =
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Conclusion : S, (f)(t)—y — 0 i.e. Jrf:o Fn)ent =
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¢ est continue par morceaux sur |0, 7| en tant que rapport de fonctions conti-
nues par morceaux. Montrons que ¢ se prolonge par continuité en 0 :

1l existe > 0 tel que f est de classe C' sur |t — n,t[ et Jt,t + n[. On note
J= = fo=nats J+ = fieesan)s f_ et f. leur prolongement C' aux intervalles
[t - 77>t]> [t’ t+ 77]‘

flt+u)— f(th) _ f+(t—|—u) — f+(t) . fjr(t) = f'(t")

flE—uw)— ft)  fo(t—u)— f-(t) :

u
done lim p(u) = /(1) — /(7).

1 U
D, "écrit, si 1/2 ) = — _—
o uD,(u) s’écrit sin(n + 1/2)u)(u) ou ¢ (u) wgp(u)sin(u/Q)
0 :ur— ———— est continue sur R, on peut démontrer ce résultat

sin(u/2)

— soit en étudiant la limite de la dérivée en 0 et en utilisant le théoréme du
prolongement dérivable,

sin(u/2 oo —1)"u?"

— soit en écrivant le D.S.E. de sin(u/2) => (=1)
u =0 22"+ (2n + 1)!

que cette fonction est C'* au voisinage de 0 et comme son inverse # ne
s’annule pas sur |0, 7| et qu’il a une limite en 0 non nulle alors 0 est de

classe C®°.

ce qui prouve

En tous cas, ¢ est une fonction continue par morceaux donc on peut lui ap-
pliquer le lemme de Lebesgue.

%#ﬁﬂ [f(t+h)+f(t—n)] A

n=—oo

Remarque 7.2.7.

(1) La différence entre la pratique des deux derniers théorémes est apparemment

minime, cependant, elle est fondamentale.

(it) Si f est seulement C' par morceauz (pas forcément continue) alors il y a

convergence uniforme sur tout intervalle compact |a,b] ot f est continue.
Dém :  Ce résultat est hors programme (et ne parlons pas de la
démonstration...) 1l est cité pour la “culture” B

Ezemples -

(7) On avu a la fin du paragraphe sur les coefficients de Fourier la série de Fourier

de la fonction f(t) = cosat (pour t € [—m,7]). On peut dire maintenant que
cette série converge normalement et que sa somme est égale a cosat i.e.

. +o0
sin am . . cosnt
cos at = + 2asin am E (—)'"———F5
am — (a2 —n?)

pour t € [—m, 7.

Dém : La fonction f prolongée par 2m-périodicité a R est continue (le branche-
ment en 7 ne pose pas de probleme car f(—n) = f(m)). Sur 'ouvert | — m, 7|
elle est de classe C! (et méme C™) et elle se prolonge a l'intervalle [—7, 7] en
une fonction de classe C!. Le théoréme de convergence normale s’applique B
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(i)

(iid)

+o0o
142> 2" dou en

n=1

1
Noyau de Poisson P,(t) : pour |z|] < 1 on a : tE

prenant les parties réelles et complexes

1—r?
\n| int _
1—2rcost—|—r2_1+22r cosnt = ZT P.(t)

nez

—+00

= ZZT” sinnt (our = |z|).
n=1

2rsint
1 —2rcost + r?

1 2 Too
Dém : On a 1 tE_ 1= 1 SR >~ 2™ ce qui donne la premiere formule.
—z —z n=0

En posant z = r e’ on fait le calcul suivant :

142 14re?

1—2 1—ret
C(I+re)(1—re™)
(1 —reit)(1—reit)
1 —r?+2irsint
1 —2rcost+1r2’

Et comme annoncé, si on prend les parties réelles et imaginaires dans la formule

1 — 72+ 2irsint
_1_|_2 n znt
1 —2rcost+r? Z

on obtient les deux résultats W

oo cosnt 1
Z " :——ln(l—Qrcost—H“Q) r €]0, 1[.
Dem : La série Zr sinnt converge normalement car |r"sinnt| < r™ terme

général d’une série convergente. On peut donc intégrer terme a terme :

/(Zr smnu)du—z (1 — cosnt)

d’ou, en utilisant le D.S.E. du logarithme,

+oo +oo t +oo
,, COS Nt r "o
E r = E — - E r"sin(nu) | du
n n=1 n 0 n=1

n=1

=—In(1-r)

t .
—ln(l—r)—/ T du
0

1 —2rcosu +r?

en utilisant la relation du (ii). Or
! 7 sin u
/ du =
o 1 —2rcosu+r? 1 —2rcosu+r?
¢

/t d(1 — 2rcosu + 7?)
0

n(l —2rcosu+ 7’2)]
0

1
-2

1

T2

1

51 n(l—2rcost +7r%) —In(1 —7)
X cosnt

1
ce qui donne la relation ) r"—— = ~5 In(1 —2rcost+r?) W
n=1 n
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_ rsint X sinnt
(tv) Arctan —— = > r
1—rcost .= n

valable pour r = 1 (la, il faut prendre les choses a I'envers, i.e. on cherche le

(méme technique). Cette formule est encore

—t
développement en série de Fourier de la fonction ¢ — WT) : pour t €]0, 27,

o0 sinnt —1
le théoreme de Dirichlet donne ) SNt _ T 5
n=1 n

Dém :

e Pour le cas r €]0, 1], on procéde comme ci-dessus :
La série ) r™cosnt converge normalement car |r" cosnt| < r
donc intégrer terme a terme :

t [too +oo rn
" du = — sinnt
/o <ZT cos(nu)) u Z —sinn

n=1 n=1

" on peut

d’ot, en utilisant la relation du (i¢) modifiée :

fr"cosnu—l 1—r? 1) = rcosu — r?
— 2\ 1 —2rcosu+ r2 1 —2rcosu+r?

on obtient

o sin nt t I
g r = g r"cos(nu) | du
n 0
n=1 n=1
t o rcosu —r?
= 5 du
o L —2rcosu+r
. /
rsinu >] rcosu —1r

1 —2rcosu+r? T 1-—2rcosutr?
(connaissant le résultat, cette démarche est légitime) d’ou

t rcosu —r? rsinu t
du = [Arctan }
o 1 —2rcosu+ r? 1—2rcosu+71%) lo
int
= Arctan ren
1 —2rcost + r?

R rsint T ginnt
d’ou Arctan —— = r" )
1—7rcost ;= n

2

et on “remarque” que [Arctan <

e Si r = 1 on ne peut pas passer a la limite dans 1’égalité ci-dessus car
aucun théoreme ne le permet (il n’y a pas de convergence uniforme par
rapport a r €]0,1] a ¢ fixé). On utilise ici la technique suivante :

On écrit ce que donne I'égalité pour r = 1 et t €]0, 27| soit

int 2sint/2cost/2 int/2
Arctan —"— = Arctan —oo /205t = Arctan —— /
1 —cost 2cos?t/2 cost/2

—t —1
= Arctan ( tan T _ T
2 2
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L B

car

o sin nt
= Z formellement.

n
n=1

Pour justifier cette égalité, on procede “al’envers”, c’est-a-dire on cherche
le développement en série de Fourier de la fonction f impaire définie par

— 1
f(t) = T 5 sur 10, 7[. On trouve a,, = — et on utilise le théoréeme de
n

Dirichlet car f est de classe C! par morceaux H

(v) D’une maniere générale, si I'on veut développer en série de Fourier une ex-
pression de la forme R(cosz,sinx) ou R est une fraction rationnelle en cosz
et sinz définie sur R alors on exprime cosz et sinz & laide de z = ¢, on
décompose la fraction rationnelle obtenue en éléments simples sur C et on
développe chaque élément a ’aide des formules

1 _ =y ()P np -1 2\
G T w Iy T w S (TN E) s

a

_ +o00o
1 P -1
-~ = E (n—i—p >a"2"+p sifal <1

(z—a)p (1 —az)r

241 22-1
Dém : R(cosz,sinx) = R T ,Z .
2z 21z

rationnelle en z. On décompose R :

Ri(z) = E(2) + i? (ﬁ)

> = Ry(z) ou Ry est une fraction

ou z1,..., 2 sont les poles de R;. On est alors amené a utiliser les formules
rappelées puis a remplacer z et Z en fonction de cosz et sinz M

Remarque 7.2.8. Tout ce qui a été dit se généralise sans peine au cas des fonctions
T-périodiques. On posera

-~ 1 T/2 - 21N
en(f) = f(n) = = flt)e ™ dt
T J 1)
2 (T2 2mn
an(f) = = f(t)cos ——tdt
N=7[, (O
2 [T/ 2mn
bu(f) == f(t)sin ——tdt
T 7T/2 T
i.e. on remplace 2w par T
1 (72 AL 1/2
Si on note || f]l1 = —/ |[f@)|de, || flle = —/ \f(O)|)?dt |, alors I’égalité
T —T/2 T —T/2

de Parseval s’écrit de la méme facon, elle traduit la conservation de l’énergie d’un
signal périodique.
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Les théoremes de convergence 7.15 page 408 et 7.16 page 408 sont les mémes et
[’égalité d’une fonction et de sa série de Fourier s’écrit :

Zf n)e’ T = ¢ +Z<an cos—nx—i—b(f)sin%Tnx)

nez

, . . . . 2m . , .
ce que [’on voit aussi en utilisant le parameétre w = T Cela signifie qu’'un signal

périodique de classe C* par morceauz est égal a la somme de ses harmoniques.

Questions :

(1) A Taide de la série de Fourier de la fonction cosat vue page 410 montrer les
égalités, pour t €e R\ Z :

+oo
1 oot
7 cotan(7t) = — + Z t2 — n2 gl + Z(—l) yrR

o = 1
En déduire que —5— = —
sin7wt g (t—mn)?

(77) Soit f € Car, on pose (x / f(z +1t)f(t)dt. Montrer que

p(n) = 27r\f(n)\2. A Taide de ¢(0), prouver la formule de Parseval.
(7ii) Chercher le développement en série de Fourier de f(z) = Ty

— +cosx
4



