SPECIALE MP* : DEVOIR SURVEILLE

On note dans ce probleme S 'ensemble des séries a termes réels, S = {>_ a,, (a,) € RV}

Siae€S,a=)a,, on associe les sommes partielles

n
(@)= a,, st(a) = sk(a), k€N
p=0
ainsi que les sommes

1 k+p
0 0 k41 k
) = 00, 80 =y ( )tp(a), Fen.
n p=0
a désignera dans tout le probleme un élément de S.
La partie I sert a prouver des résultats utiles pour la suite du probleme et on pourra admettre
ces résultats a condition de le préciser clairement sur la copie.

PARTIE 1
On rappelle que, si (2,)nen est une suite de réels convergeant vers | € R alors la suite
n

= xj, converge vers .
Y n+1kZ:0k g

I.1. Prouver que le résultat énoncé ci-dessus reste valable méme si [ € R.

1.2. On revient au cas ou l € R.
a. Soient (z,)neny une suite a termes réels convergeant vers [ € R et (\,),en une suite

a termes strictement positifs telle que la série Y A, diverge. Montrer que la suite de

terme général
n

> Ty
p=0
n

2 A

p=0
converge vers [.
b. On suppose maintenant que la suite (z,) a toujours une limite [ € R et on se donne
des suites (A, p)nen vérifiant les conditions :
(i) Aup >0,
(27) Pour tout p de N, lim A, , =\, >0,
n—-+oo
“+o0
(vi1) Ap = F00.
p=0
Montrer alors que la suite de terme général

n
> AnpTp
p=0
n

2 Anp

p=0
converge vers [.

Ce dernier résultat reste valable si [ € R mais on ne demande pas de le démontrer.
1



SPECIALE MP* : DEVOIR SURVEILLE

PARTIE 11

Si la suite (s¥(a))nen converge dans R, on dit que sa limite est la somme d’indice k& de la
série a et on appelle Sk le sous-ensemble de S pour laquelle cette condition est réalisée.

11.1.

11.2.

11.3.

On suppose que la série a est convergente.

a. Montrer qu’elle a une somme d’indice 1 égale a sa somme.
b. Montrer la relation

+o00 +o0 n
si(a)—pgoap:— ( Z ap+%+12pap>.

p=n+1 p=0

n
> pa, tend vers 0 quand n tend vers 'infini.
p=0

En déduire que

a. Montrer que, pour toute suite (0,),en de nombres réels et tout & € N, il existe une
série a € S, qu'on ne cherchera pas & déterminer explicitement, telle que s*(a) = o,
pour tout n € N.

b. Comparer les ensembles S du point de vue de l'inclusion. Les inclusions obtenues
sont-elles strictes 7 Pour une série a € § donnée, comparer entre elles les sommes

d’indice k qui existent éventuellement.

Montrer que si a, > 0 et si la série ) a, diverge alors a n’appartient a aucun ensemble
Sk

PArTIE 111

Si la suite (t%(a)),en converge dans R, on dit que sa limite est la somme d’ordre k de la série
a et on appelle 7, la partie de S pour laquelle cette hypothese est réalisée.

III.1.

I11.2.

I11.3.

Comparer Sy et 77 ainsi que, lorsqu’elles existent, les sommes d’indice 1 et d’ordre 1 d'une
meéme série a € S.

Comparer les ensembles 7, du point de vue de l'inclusion sans se préoccuper du ca-
ractere strict ou large des inclusions obtenues (on pourra démontrer et utiliser la formule

500

Pour une série a € & donnée, comparer entre elles les sommes d’ordre k qui existent
éventuellement.

+o0
On considere la série c¢(z) = > ¢,x™ ou (¢,) est une suite de réels. On suppose que
n=0
la série c¢(z) converge pour tout = de Uintervalle | — 1,4+1[. On pose pour tout n € N,
n
dn =Y cp.
p=0

a. Prouver que, pour tout xy €] — 1, +1], la suite |c,z{| est bornée. En déduire que la
série ¢(z) est absolument convergente pour x €] — 1, +1].

b. Montrer que, pour tout zg €] — 1, +1[, les réels |d,zf}| admettent un majorant réel
indépendant de n. En déduire que, pour tout = €] — 1, +1[, la suite (d,z")nen tend

vers 0. .
n n—

c. Pour z €] — 1,+1[, comparer les sommes Y. ¢,2? et Y d,(a? — 2P™). En déduire
p=0 p=0

I’égalité :

+o0 +o00
chx" =(1—-2x) Zdnx".
n=0 n=0
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d. En désignant par c¢ la série numérique de terme général c,, établir que, pour tout
z €] —1,+1] et tout k € N, on a 1'égalité :

f ena™ = (1 — z)H! f (k '72 ”) t (c)a".

n=0 n=0

PARTIE IV

k+n
IV.1. En conservant les mémes notations, on pose T (a) = ( N )tfl(a).
n

a. A l'aide de la relation donnant 75 (a) en fonction des TF(a) (p € [0,n]) prouver par
récurrence 'égalité :

E+n\ " (k+n—p
(o)=L (50, )er
b. En déduire I'égalité :
“(k+n—p—1
>0 TH =3 ( . )52<a>
puis pour k > 2, exprimer de méme T)¥(a) en fonction des s)(a), p € [0,n].
IV.2. A la séric a € S on associe la séric F(a) € S de terme général b, = sl(a) — st _,(a)
(n > 1), avec by = sj(a) = ao.
a. Etablir pour tous les entiers k > 1 et n > 0 I’égalité :
Th(a) = (n+ k)T~ (F(a) = (k = DT, (F(a))
et en déduire 1’égalité :
ta(a) = kt, "' (F(a)) = (k = Dt (F(a)).
b. Etablir 'égalité :
ta(a) = (n + 1)t (F(a)) — nt,_, (F(a))
puis exprimer t¥(F(a)) par une combinaison linéaire, & coefficients indépendants de

a, des tF(a) (p € [0,n]).

IV.3. a. Pour k > 1, si F(a) € Ty—1, montrer que a € 73 et comparer dans ce cas les sommes
d’ordre k — 1 de F(a) et d’ordre k de a. Etudier la réciproque.
b. Comparer, pour tout k € N les ensembles S, et 7 et, lorsqu’elles existent, les sommes
d’indice k et d’ordre k d’'une méme série a € S.



