SPECIALE MP* : CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE
PARTIE |

1.1. Prouvons le résultat demandé si | = 4o0.
Pour tout M > 0, il existe N tel que x,, > 2M pour n > N.

N N
Tp + ZTM — 2M donc y, > M pour n assez grand.

On a alors y,, >

1o
Conclusion : lim z, = +o0
n—-—+o0o
Si z, — —oo on applique le résultat précédent a la suite y, = —x,. ...l

I.2. a. On se ramene au cas ou [ = 0 en considérant la suite 2], = x,, — [, alors

Ve >0, 3N €N, Vn > N, |z} | <eg/2.
Posons L Z)\ etY—Z)\:pp/Ln,ona
N-1
Yl < |3 Ay /Ln—|—5/2
p=0
<€

N-1
en choisissant n > ng > N pour que | Y. A\,z,| < Lne/2 (ce qui est possible car
p=0
L, — +00).
lusion : lHm Y, =0
Conclusion : on a Jim Y, 0

Remarque : le théoreme de sommation des équivalents s’applique mais on en demande
la redémonstration.

b. On prouve tout d’abord que lim Z An,p = +00.

n—>+oo

0
En effet, soit M > 0 alors on sait qu’il existe ny tel que Z Ap = 2M. Or
p=

lim Z Anp = Z Ap = 2M donc il existe ny > ng tel que Z Anp = M pour n > n;.

nHJroo

Avec l'inégalité Z Anp = Z Anp = M pour n > ny on a hrJIrl Z Anp = +00.
p=0 N0 p=0

On se ramene ensuite en O (en remplacant z,, par x, — ).
On a alors, pour tout € > 0, 'existence de N tel que |z,| < €/2 pour n > N d’ou

N

< Z AnplTp| + % Z Anp
p=0

p=0
1

n,pTp




2 SPECIALE MP* : CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE

N
Or lim Z AnplZp] = > Aplxp| qui est fini, donc, on peut trouver un N’ tel que

n—-+00

p=0

Z AnplTp| < Z Anp ce qui permet d’avoir le résultat
p=0 2 p=0

n

> AnpTp

lim = =0 6]
n—+0oo
2 Anp
p=0

n n 1\?
Remarque : on n'a pas Y, A,, ~ > A,. Il suffit de prendre A,, = (1 - —) :

p=0 p=0 n
Ano = 1.
° hrf Anp
1—(1—1/n)"+1 1
A ~n(1-2
'Z T (1—1/n) c)

. Z)\p:n+1~n.

p=0
PARTIE 11

I1.1. a. C’est une conséquence immédiate de la convergence au sens de Césaro. .........
b. On procede par récurrence sur n :
e pour n = 0, c’est immédiat.

e On suppose la propriété vraie a ’ordre n, en multipliant par n + 1 on a donc la

relation
n “+o0o
>0~ (14 0Tty =4 ) 3 =D,
p=0 p=0 p=>n+1

et donc
n+1 400 +o00
S )= (42 Y0y = ~n+1) Y - zpaﬁsm -
p=0 p=0 p=n+l p=0

T
== > ap
p=n-+2
=—(n+2) Z ap — Zpap + Dan+
p=>n+2

ce qui acheve la récurrence. .......... . .

Pour conclure, on écrit
1 n +oo +00
iy (L) - 3
p=0 p=0 p=n-+1
n
. . 1 _

somme de suites tendant vers 0 et donc nl—l>r—|r—loo ] I;) pa,=0 ... ... ...

I1.2. a. On fait une récurrence sur k :

On pose par convention : o = 0 et s*(a) = 0.

e Si k=0, on définit (a,) par a, = s%(a) — s°_,(a) =0, — 0,1

n
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e Passage de l'ordre k a l'ordre k + 1 : on utilise la formule

sn(a) = (n+1)s,"(a) — ns, " (a).

En effet, on pose o/, = (n+1)0,, —no,_; alors, d’apres I'hypothese de récurrence,
on sait qu’il existe une suite a = (a,) telle que s*(a) = o/,.
On a alors (n 4 1)(s5"'(a) — ,) = n(s*T1(a) —0p_1) =0 car o_; = s*,(a) =0 .
b. L’inclusion : S C Sk est immédiate.
Montrons que les inclusions sont strictes :
il suffit pour cela de prouver que l'inclusion &y C §; est stricte vu ce qui a été fait a

la question précédente.

} 0 sin est impair n+1
Soit a, = (—1)" alors s (a) = ' P Bt comme s (a) = et

1 sin est pair 2n+1

Sani1(a) = 5 on peut affirmer que @ € S; mais que a ¢ Sy.
Conclusion : I'inclusion est bien stricte. .......... ... .. .. . i i
Si a possede une somme d’indice kg alors, pour k > kg, toutes les sommes d’indice k
de a existent et sont égales. ... ... .. ..
I1.3. On utilise une récurrence avec Césaro généralisé (résultat du L.1) ...................
PARTIE 111
1+n
II1.1. On a: t!(a) = sl (a) car ( ) =n+1et (p) =1! Donc & = T;.
n p

Lorsqu’elles existent, les sommes d’indice 1 et d’ordre 1 sont évidemment égales. ...

I11.2. C’est une formule classique qui se démontre par récurrence a partir de la formule

<k+1+n) (k—l—n) (k+n)

= +

n n—1 n
n k+p) <k+1+n)

donc = e 2
Z( p n 2]

k
En prenant A, = ( —I—p) alors
p

" kE+1
.ZAp:< - +n)>k‘—|—1+n—>—|—oo,
p=0 n

e )\, >0
et en utilisant le résultat du 1.2.a, on peut affirmer que si a € 7y, alors t*+1(a) a une limite
quand n — +oo et donc que a € 74 i.e.

Ti C Tiy1.

On a alors le méme résultat qu’au 1.2.b. : si Jky € N tel que a € 7y, alors Vk > kg, a € 7

et les sommes d’indice k£ > kg sont toutes égales. ......... ... ... ... L.
+o0

I11.3. a. Comme la série ) c¢,xj converge, la suite (c,xj) a une limite nulle en 400, elle est
n=0

donc bornée par un nombre M (Zg). ..ot

Soit x tel que : |z| < 1 et zg €]|z], 1] alors |c,a™| = |c,2(].
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IV.1. a.
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+o0o

série Y |c 2| est majorée par le terme général d’une série géométrique convergente,
n=0

elle est donc convergente.

Conclusion : la série c(x) est absolument convergente pour z €] — 1,1] (cf séries

EIIEIBTES) .« o .ttt et e

. Pour |zg| < 1etn=p, ona|zg|" < |zg|’ donc

n n +o0
dn| <D leprp] < Y lepllzol” < Y leyllzol?
p=0 p=0 p=0

(grace au a).
Les réels |d,xy| admettent un majorant réel indépendant den. .................
Avec le méme argument qu’au a, on en déduit que :

nErJPoo d,x" =0

pour z €] — 1, +1].

. On utilise la relation ¢, = d, — d,—1 (d—1 = 0), alors

n n n—1 n—1

D _ D __ p+1 __ n p __ .ptl
E cpal = E dyx E dpa?™" = dpa™ + E dy(xP — 2P,
p=0 p=0 p=0 p=0

d,z™ — 0 et la série Y ¢,z converge donc la série Y d,(zP — 2PT) converge et en
passant a la limite lorsque n — +o00 on trouve :

+o0 +o0
Zocnx” =(1 —:E)Zodn:p”.

. On établit le résultat par récurrence sur k en utilisant le c.

e Pour k£ = 0, cela a été fait au c.

k
e Le passage de k a k + 1 se fait en remplacant ¢, par ( + n) tk(c), alors d,, est
n
, +1+n\ ,., - . , o
remplacé par t1(c) (on utilise la relation de récurrence définissant
n

les t*) et on exploite & nouveau le résultat duc. ..........................

Remarque : 11 faut justifier le fait que la série >

>t’;(c)x” converge (c’est
n

contenu implicitement dans la récurrence). si oubli.

PARTIE IV

La relation donnant T)7*(a) en fonction des T7(a) s’écrit :

Tit(a) =) Ty(a)

On procede alors par récurrence :
e la relation proposée est vraie pour k = 0,

9 (k+q—
o siTF(a) = Z( T p)ap alors
p=0 q—7p
n q n n n
kE+q—p k+q—p E+1+n—p
S 910 STCHI TS of bof (et ) D of (R
9=0 \p=0 =P p=0 \g=p a=p p=0 p
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-p _
car Z (k e p) Z (k Z h) = (k +1l4n p) (relation du II1.2).

q=p q—p h=0 n—p
On a bien la relation demandée & 'ordre k + 1 et acheéve la récurrence .. ..
b. On remplace a, par s,(a) — s,—1(a) alors

THa) = (’“ e p) [sp(a) = 5,1(a)]

p=0 nep
" (k+n—p " k4+n—p—1
= Z n — n—p-— 1 Sp(a’)
p=0 p p
k+n—p k k—1
On remarque alors que, pour p = n, = = et que
n—p 0 0

_ —1 1
(k +n p) B (k +n—p ) (k +tn—p- ) , d’ou la relation. ..........
n—p n—p-—1 -b

Pour k > 2, on procede de méme en remarquant que : s,(a) = (n+1)sk(a) —ns,_1(a).

On a alors
Ti(a) = Z (k o 1) [(p+ 1)s}(a) = ps 1 (a)]
—Z(Hz_g_l)(pﬂ ::(k;f ff)(pﬂ)s;(a)

et, toujours avec les mémes remarques, on arrive a

OES i (A [ER )

n J—
p=0 p

IV.2. a. On a s,(F(a)) = sj(a), alors, pour k > 1, on utilise les 2 égalités du 1.b. ; il suffit
donc de prouver que

S (M g =meny (FT 0w

n —
p=0 p=0 P

ce qui est une conséquence de

(n+k>(/€+n—p—2) _(k_l)(k—i—n—p—l) :(p+1)(k+n—p—2)’

n—p n—p n—p
et, en posant h = n+ k —p —1 et m = n — p, cette derniere relation s’écrit :
h—1 h
h< > = (h— m)< > (pour k > 2) ce qui est un résultat classique .........
m m

On remplace ensuite les T en fonction des t* et, en utilisant 1'identité classique

-1
(n+k) (k o ) =k (k N n) on en déduit la derniere relation
n

n

tn(a) = kt, " (F(a)) — (k — 1)t (F(a))



b.

IV.3. a.
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La premiere égalité est en fait équivalente & (n + k)tk(a') — ntk_,(a') = ktF=1(a’) (o0
on a posé a’ = F(a)).
n+k n

Or " = e—1 donc
n n—1

(n+ k)t () —nth_ () = — . (” Tk 1) t=1(a') = kt"Y(a)
(k o 1) n

ce qui est la relation demandée ...... ... ... ..
On additionne ensuite toutes les égalités que I'on peut écrire avec p < n d’ou

A F() = —— 5 th(a)

n+1

Si F(a) € Ty, alors F(a) € Ti, donc t*~1(F(a)) et t*(F(a)) convergent ; comme
th(a) = ktt=1(F(a)) — (k — )t (F(a)), tk(a) converge, a € Tp. ....coooiiiinn. ..
Enfin, comme t*~}(F(a)) = t*(F(a)), on en déduit que t*(a) = t""1(F(a)). ......

Réciproque : si a € 7}, alors la derniere relation du 2.b. nous permet d’affirmer que
F(a) € T* et la relation rappelée ci-dessus nous assure alors que F(a) € 75! on a
donc 'équivalence :

a €T < Fla) e TF

. Si on note F* la k' itérée de F, on aura a € TF < Fk(a) € Ty = S,.

Comme s*(F(a)) = s"(a) alors s°(F*(a)) = s*(a) donc F*(a) € Sy & a € &.

Conclusion : on a Sp = Th oot
Pour terminer, t*(a) = t*"1(F(a)) = t°(F*(a)) = s°(F*(a)) = s*(a) donc, lorsqu’elles
existent, les sommes d’ordre k£ et les sommes d’'indice k£ sont égales. .............



